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Introduction et références

Quelques références:

Makhlouf, A comparison of deformations and geometric study
of varieties of associatives algebras (overview);

Nijenhuis, Richardson, Cohomology and deformations in
graded Lie algebras (algebres de Lie);

Gerstenhaber, On the deformations of rings and algebras
(algébres associatives);

Bayen, Flato, Fronsdal, Lichernerowicz, Steinhamer
(Quantification);

Bordemann, Makhlouf, Petit, Deformation par quantification
et rigidité des algebres enveloppantes (quantification);

Evans, Fuchs, A complex for the cohomology of restricted Lie
algebras (Lie en caractéristique p > 0).
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Généralités sur les algebi
Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0 Cohomologie de Cheval e
Déformations d'algebre e

Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

K est un corps algébriquement clos, de caractéristique O.
Définition

Soit L un K-ev. Un crochet de Lie sur L est une application
bilinéaire [-,-] : L x L — L vérifiant, pour x,y,z € L,

Q [x,y] = —[y, x] (antisymétrie)
Q [x,[y,z]] + v, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0 (Jacobi).

Si L est équipé d’'un tel crochet, on appelle le couple (L, |-,-]) une
algebre de Lie.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:

e [x,y] =0 Vx,y € L (algébre abélienne);
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:
e [x,y] =0 Vx,y € L (algébre abélienne);

e Siu:LxL—> L estune loi d'algebre associative
(multiplication), alors

[x, y] := p(x,y) — ply; x)

est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:
e [x,y] =0Vx,y € L (algebre abélienne);
e Siu:LxL—> L estune loi d'algebre associative
(multiplication), alors
[X¢y] = ,U(X,Y) - ,u(y,x)
est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.

Conséquence importante: M,(K) munie du commutateur
est une algebre de Lie.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

e Si L =C?, toute application bilinéaire antisymétrique est un
crochet de Lie.
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e Si L =C?, toute application bilinéaire antisymétrique est un
crochet de Lie.

e 5l(C) ={M € M,(C), Tr(M) =0} munie du commutateur
est une algebre de Lie.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Définition
Une application linéaire ¢ : L1y — Ly est un morphisme
d’algebres de Lie si ¢ ([x, y]1) = [¢(x), ¢(¥)], Vx,y € L;.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Définition

Une application linéaire ¢ : L1y — Ly est un morphisme
d’algebres de Lie si ¢ ([x, y]1) = [¢(x), ¢(¥)], Vx,y € L;.

Définition

Une représentation p : L — End(V') est une représentation
d’algebres de Lie si p est un morphisme d’algébres de Lie,

c'est-a-dire si p([x, y]) = p(x)p(y) — p(y)p(x).

Remarque: On dit aussi que V est un L-module.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemple essentiel: La représentation adjointe

ad: L — End(L)
x+— ady 1y — [x,y].
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemple essentiel: La représentation adjointe

ad: L — End(L)
x+— ady 1y — [x,y].

Théoreme (Ado)

Toute algébre de Lie de dimension finie est une sous-algebre de
End(V) muni du commutateur, pour un V' convenable.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Proposition

Prenons L = C2. A isomorphisme prés, il n'existe que deux
structures de Lie sur L, qui sont, en notant {e1, e2} la base
canonique de C?:

e [‘algébre abélienne;

o [e1,e] = e.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite construire un complexe de cochaines associé a L:

0 1 2 3
0— 04 1 4y 2 9, 3 4

Les C; étant des L-modules et les d’ des applications linéaires
vérifiant
dtltod =0.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algebre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:

Cle(L, M) := Homg (AL, M).
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algebre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:
Cle(L, M) := Homg (AL, M).
Ce sont les applications ¢ : L*9 — M, g-linéaires et

antisymétriques.

En particulier, elles vérifient

Vo € &g, 9(Xo(1)s -+ Xa(q)) = Sign(a)p(x1, -..s Xq)-
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algebre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:

Cle(L, M) := Homg (AL, M).

Ce sont les applications ¢ : L*9 — M, g-linéaires et
antisymétriques.

En particulier, elles vérifient
Vo € &g, 9(Xo(1)s -+ Xa(q)) = Sign(a)p(x1, -..s Xq)-

Remarque: si (L, [-,-]) est une algébre de Lie, alors le crochet [-, ]
est un élément de C2(L,L).
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite ensuite équiper ce complexe C&g(L, M) d'applications
particulieres, appelées différentielles:

1
dg‘E : CgE(L? M) - Cg'g (L’ M):
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite ensuite équiper ce complexe C&g(L, M) d'applications
particulieres, appelées différentielles:

1
dg‘E : CgE(L? M) - Cg'g (L’ M):

données par

dg‘E(P(le---qu—i-l) = Z (—1)i+j_1(p([x,',Xj],X1,...XA,',...,)’(\J',...,
1<i<j<q+1
g+1
—I-Z X1,..., X; ..,Xq+1).
1<i

Xg+1
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Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.
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Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

O (Cle(L, M), dlg), <, est un complexe de cochaines.
@ On note ZZ-(L, M) = ker(dlg) (g-cocycles).
@ On note BL-(L, M) = im(dZ:") (g-cobords).

@ Grace au lemme, on a Bl (L, M) C ZZc(L, M). On peut
donc considérer I'espace vectoriel quotient

Hg'E(L’ M) = ZgE(L7 M)/BZE(L7 M)
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

O (Cle(L, M), dlg), <, est un complexe de cochaines.
@ On note ZZ-(L, M) = ker(dlg) (g-cocycles).
@ On note BL-(L, M) = im(dZ:") (g-cobords).

@ Grace au lemme, on a Bl (L, M) C ZZc(L, M). On peut
donc considérer I'espace vectoriel quotient

Hg'E(L’ M) = ZgE(L7 M)/BZE(L7 M)

C'est le q°™¢ groupe de cohomologie de

Chevalley-Eilenberg de L.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Point de vue de Nijenhuis-Richardson.
Soient ¢ € Hom(A"L, L) et ¢ € Hom(A9L, L), on définit
© ® 1 € Hom(AT9=1L ) par

COY(X1, ooy Xpyq-1) = Z © (V(Xo(1)s -+ Xo () Xo (1) -+ Xo(n+q—1) ) 5
o€Sh(n,q)

avec

Sh(n,q) ={c €6, o(l)<..<o(q)eto(g+1)<..<oa(n+q—-1)}.

1439
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Point de vue de Nijenhuis-Richardson.

Soient ¢ € Hom(A"L, L) et ¢ € Hom(A9L, L), on définit
©® 1 € Hom(A"T971L 1) par

COY(X1, ooy Xpyq-1) = Z © (V(Xo(1)s -+ Xo () Xo (1) -+ Xo(n+q—1) ) 5
o€Sh(n,q)

avec

Sh(n,q) ={c €6, o(l)<..<o(q)eto(g+1)<..<oa(n+q—-1)}.

On a ainsi le crochet de Nijenhuis-Richardson, donné par

[p. ¥lng = ¢ @9 — (~1) DNy @ o,
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Avec ce crochet, (Hom(A9L, L)) g>0 devient une algébre de Lie
graduée: le crochet vérifie I'identité de Jacobi graduée

L. [, 0] = [[ip, ¥], 6] + (~1)"" D[y, [, 0],
pour ¢ € Hom(A"L, L), ¢ € Hom(A9L, L), 6 € Hom(A™L, L).
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Avec ce crochet, (Hom(A9L, L)) g>0 devient une algébre de Lie
graduée: le crochet vérifie I'identité de Jacobi graduée

L. [, 0] = [[ip, ¥], 6] + (~1)"" D[y, [, 0],
pour ¢ € Hom(A"L, L), ¢ € Hom(A9L, L), 6 € Hom(A™L, L).

Proposition

Soit (L, [-,-]) une algébre de Lie. Avec ce formalisme, on a

dgESO =[] ¢lnr -
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Séries formelles et déformations.

e Si V est un K-ev, on note V/[[t]] I'espace des séries formelles
a coefficients dans V/, de la forme

0 .
Za;t’, ajeVv.
i=0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Séries formelles et déformations.

e Si V est un K-ev, on note V/[[t]] I'espace des séries formelles
a coefficients dans V/, de la forme

> .
Za;t’, a; e V.
i=0

e Si V =K, K[[t]] est un anneau pour I'addition terme a terme
et pour le produit de Cauchy:

[e'9) 00 00 k
(S ) (L] = 5t (Samnc).
i=0 j=0 k=0 i=0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

e VI[[t]] est un K][[t]]-module pour I'action donnée par ce méme
produit de Cauchy:

K{[¢]] x V[[e]] — V[t]

00 ] 00 k
(Z a;ti, Z bjl’j> — Z tk <Z a;bk_,-> .
i=0 Jj=0 k=0 i=0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Définition
Soit (L, [-,-]) une algébre de Lie. Une déformation formelle de L
est la donnée d'une application K][[t]]-bilinéaire

pe = L[[t] x L[[e]] — L[[t]],
que 'on définit sur L x L par

,U't(va) = Ztiﬂi(xa)’),

i>0

avec g = [-,-] et i : L — L bilinéaires antisymétriques telles que

/'Lt(XHU’t(yaz))+/'Lt(y7/~j’t(z7x))+/~Lt(z7}ut(xay)) = 07 Vx,y,z €L
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Mt(X,/J,t(y,Z))+/,Lt(y,/.tt(Z,X))+,U,t(Z,/.Lt(X,y)) = 07 vxv)/uz € L.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Mt(X,/J,t(y,Z))+/,Lt(y,/.l,t(Z,X))+,U,t(Z,/.Lt(X,y)) = 07 vxv)/uz € L.

Cette équation s'appelle équation de déformation. Elle induit
un systeme infini. En la développant et en prenant chaque
puissance de t, on obtient, pour g > 0:
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Mt(X,/J,t(y,Z))+/,Lt(y,/.l,t(Z,X))+,U,t(Z,/.Lt(X,y)) = 07 vxv)/uz € L.

Cette équation s'appelle équation de déformation. Elle induit
un systeme infini. En la développant et en prenant chaque
puissance de t, on obtient, pour g > 0:

D (wilxs tg-i(y, 2)) + pilys pg-i(2, x)) + pi(z, ng-i(x,y))) = 0
i=0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Mt(X,/J,t(y,Z))+/,Lt(y,/.l,t(Z,X))+,U,t(Z,/.Lt(X,y)) = 07 vxv)/uz € L.

Cette équation s'appelle équation de déformation. Elle induit
un systeme infini. En la développant et en prenant chaque
puissance de t, on obtient, pour g > 0:

D (wilxs tg-i(y, 2)) + pilys pg-i(2, x)) + pi(z, ng-i(x,y))) = 0
i=0

Remarque: pour g = 0, on retrouve |'identité de Jacobi usuelle.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En prenant g = 1 dans I'équation précédente, on a le résultat
suivant:

Proposition

Soit (L,[,-]) une algébre de Lie, et y: = > ju;t" une déformation
formelle de L. Alors u1 € Z2g(L, L).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En prenant g = 1 dans I'équation précédente, on a le résultat
suivant:

Proposition

Soit (L,[,-]) une algébre de Lie, et y: = > ju;t" une déformation
formelle de L. Alors u1 € Z2g(L, L).

Remarques:

@ L est vu comme un L-module via I'action adjointe.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En prenant g = 1 dans I'équation précédente, on a le résultat
suivant:

Proposition

Soit (L,[,-]) une algébre de Lie, et y: = > ju;t" une déformation
formelle de L. Alors u1 € Z2g(L, L).

Remarques:
@ L est vu comme un L-module via I'action adjointe.

Q sipg=..=pug-1=0, alors ug € Z2-(L,L).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En prenant g = 1 dans I'équation précédente, on a le résultat
suivant:

Proposition

Soit (L,[,-]) une algébre de Lie, et y: = > ju;t" une déformation
formelle de L. Alors u1 € Z2g(L, L).

Remarques:
@ L est vu comme un L-module via I'action adjointe.
Q sipg=..=pug-1=0, alors ug € Z2-(L,L).
© De maniere générale, le premier terme non nul de la

déformation (114 ci-dessus) est appelé élément infinitésimal
de la déformation.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Obstructions.
L'étude de la réciproque de ce théoreme conduit a I'étude des
obstructions.

Définition

Soit ¢ € Z2g(L, L) un 2-cocycle. ¢ est dit intégrable si il existe
une déformation formelle de L admettant ¢ comme élément
infinitésimal.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Obstructions.
L'étude de la réciproque de ce théoreme conduit a I'étude des
obstructions.

Définition

Soit ¢ € Z2g(L, L) un 2-cocycle. ¢ est dit intégrable si il existe
une déformation formelle de L admettant ¢ comme élément
infinitésimal.

Définition

Une déformation de L d’ordre n est une déformation de la forme

n
pe = t'u;.
i=0
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Définition
Soit 7 une déformation d’ordre n de L. On définit pour
x,y,z € L:

n
obsn1(x,y,2) = > _pi(X, ttns1-i(¥, 2)) + iy pns1-i(2, x))
i=1

+ pi(z, png1—i(x, y)).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Proposition

Soit puf une déformation d’ordre n de L. Si on pose
1

pftt = pf 4 ", pour iy € Cg, alors

u't’Hest une déformation de L d’ordre n+1 <= obs,1 = d(2_-E,u,,,+1.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Proposition
Soit puf une déformation d’ordre n de L. Si on pose

1
pftt = pf 4 ", pour iy € Cg, alors

u't’Hest une déformation de L d’ordre n+1 <= obs,1 = d(2_-E,u,,,+1.

Proposition

Soit 17 une déformation d'ordre n de L. Alors obs,1 € Z3g(L,L).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme
Q Si H3g(L,L) =0, tout 2-cocycle est intégrable.

@ Une déformation d’ordre n s'étend en une déformation d’ordre
n+ 1 si et seulement si la classe de cohomologie de obs, 1 est
nulle.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Equivalence de déformations formelles.
Si V est un espace vectoriel, un automorphisme formel
o¢ = V[[t]] — V][t]] est la donnée d'une famille ¢; : L — L
d'applications telles que ¢; = Z t' i, avec ¢g = id.
i>0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Equivalence de déformations formelles.
Si V est un espace vectoriel, un automorphisme formel
o¢ = V[[t]] — V][t]] est la donnée d'une famille ¢; : L — L
d'applications telles que ¢; = Z t' i, avec ¢g = id.
i>0

Définition

Soient u; et vy deux déformations formelles d’une algébre de Lie L.
On dit qu’elles sont équivalentes s'il existe un automorphisme
formel ¢ tel que, pour x,y € L,

Pe(pe(x,¥)) = ve(de(x), pe(y))-
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En développant la relation ¢¢(pue(x,y)) = ve(de(x), ¢¢(y)), on
obtient facilement que

vi(x,y) = pa(x,y) + degdi(x, y).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

En développant la relation ¢¢(pue(x,y)) = ve(de(x), ¢¢(y)), on
obtient facilement que

vi(x,y) = pa(x,y) + degdi(x, y).

Proposition

Si iy et vy sont deux déformations de L équivalentes, alors leurs
éléments infinitésimaux sont dans la méme classe de cohomologie.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Définition
© on appelle déformation triviale /a déformation donnée par
/L(t? =[]
@ Si toute déformation de L est équivalente a la déformation
triviale, on dit que L est formellement rigide.

© Si H%g(L,L) =0, L est dite algébriquement rigide.
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Définition
© on appelle déformation triviale /a déformation donnée par
/L(t? =[]
@ Si toute déformation de L est équivalente a la déformation
triviale, on dit que L est formellement rigide.

© Si H%g(L,L) =0, L est dite algébriquement rigide.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme

© Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

Mt = Z t'pis  pg € Z&e(L L)\ B&e(L,L).
i>q

28/39



Généralités sur les al
Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0 Cohomologie de Chevall
Déformations d'algebres de Lie
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Théoreme

© Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

Mt = Z t'pis  pg € Z&e(L L)\ B&e(L,L).
i>q

@ SI H2g(L,L) = 0, toute déformation de L est triviale.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme

© Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

Mt = Z t'pis  pg € Z&e(L L)\ B&e(L,L).
i>q

@ SI H2g(L,L) = 0, toute déformation de L est triviale.

Remarques:
© rigidité algébrique = rigidité formelle, réciproque fausse.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme

© Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

Mt = Z t'pis  pg € Z&e(L L)\ B&e(L,L).
i>q

@ SI H2g(L,L) = 0, toute déformation de L est triviale.

Remarques:
© rigidité algébrique = rigidité formelle, réciproque fausse.
@ il y a une correspondance bijective entre les éléments de
HZ(L, L) et les éléments infinitésimaux de déformations
non-équivalentes. Ainsi, H2(L, L) classifie entiérement les
déformations infinitésimales de la forme p; = [-, -] + tus.
28/39



Introduction aux algebres de Lie restreintes
Les p-mappings
Algebres de Lie en caractéristique positive Un peu de cohomologie restreinte

Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une [F-algebre
associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie. La
représentation adjointe est alors donnée par

adx(y) = xy — yx.
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une [F-algebre

associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie.

représentation adjointe est alors donnée par
adx(y) = xy — yx.

Si m > 0, un rapide calcul donne

2dP() =3 (””) (—1)™xdyxm .

La
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une [F-algebre
associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie. La
représentation adjointe est alors donnée par

adx(y) = xy — yx.
Si m > 0, un rapide calcul donne

2dP() =3 (””) (—1)™xdyxm .

Jj=0

Ainsi, si m = p, on a la relation

adf(y) = xPy — yx¥ = adw(y).
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?

Soit A associative et a,b € A. Alors

p—1
(a+b)P=a"+bP + 3 si(a, b),
i=1

avec isi(a, b) le coefficient de X'~' dans I'expression ad’;)_@lr (a).

v
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?

Soit A associative et a,b € A. Alors

p—1
(a+b)P=a"+bP + 3 si(a, b),
i=1

avec isi(a, b) le coefficient de X'~' dans I'expression ad’;)_@lr (a).

v

~> c'est beaucoup moins sympathique.
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Caractéristique p - Les p-mappings

L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition

Une algebre de Lie restreinte est une algebre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L —s L telle que

Q@ ()P =)PxlPl x e L, AT,
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Caractéristique p - Les p-mappings

L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition

Une algebre de Lie restreinte est une algebre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L —s L telle que
Q@ ()P =)PxlPl x e L, AT,

p terms

@ [ y] = [lbe. Lyl )
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Caractéristique p - Les p-mappings

L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition

Une algebre de Lie restreinte est une algebre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L —s L telle que

Q@ ()P =)PxlPl x e L, AT,

p terms
——
@ [x, /1] = [llx, Y], ] e v);
p—1
e (X+y)[p] — X[p] _|_y[p] + Z si(x7y),
i=1

p—1
Zx+y

application (=)IPl : L — L est appelée p-map.

avec isi(x, y) le coefficient of Z'~1 in ad (x). une telle
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Caractéristique p - Les p-mappings

Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.
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Caractéristique p - Les p-mappings

Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.

@ Si L est abélienne, n'importe quelle application p-semilinéaire

(telle que w(Ax + y) = APo(x) + ¢(y), A€ F, x,y € L) est
une p-map.
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Caractéristique p - Les p-mappings

Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.

@ Si L est abélienne, n'importe quelle application p-semilinéaire
(telle que w(Ax + y) = APo(x) + ¢(y), A€ F, x,y € L) est
une p-map.

© Expression pratique:

p—1

1

si(x,y) = E ——[x1, [x2, [+ [Xp—1, Xp]--.],

=1 I Xj=x or y ﬁ{X} P g
Xp=X, Xp_1=Y
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Caractéristique p - Les p-mappings

Définition
Si L est une algebre de Lie, son centre est défini par

C(Ly={xelL, [x,y]=0VyelL}.
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Caractéristique p - Les p-mappings

Définition

Si L est une algébre de Lie, son centre est défini par

C(Ly={xelL, [x,y]=0VyelL}.

Proposition

Soit L une algébre de Lie. Alors toutes les p-maps sur L sont
égales modulo un élément central:

()P (P2 pomaps <= 3 F: L — C(L), ()P = ()Pl 1 7.

Conséquence: si L est simple, alors la p-map est unique.
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Caractéristique p - Un peu de cohomologie restreinte

Historique:
@ En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie

Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes.
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Caractéristique p - Un peu de cohomologie restreinte

Historique:

@ En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie
Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes.

@ Mais sa construction ne permet de faire presque aucun calcul
concret.
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Caractéristique p - Un peu de cohomologie restreinte

Historique:
@ En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie

Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes.

@ Mais sa construction ne permet de faire presque aucun calcul
concret.

@ En 2000, D. Fuchs et T. J. Evans proposent une construction
plus adaptée aux calculs dans la thése de ce dernier.
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Caractéristique p - Un peu de cohomologie restreinte

Historique:

@ En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie
Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes.

@ Mais sa construction ne permet de faire presque aucun calcul
concret.

@ En 2000, D. Fuchs et T. J. Evans proposent une construction
plus adaptée aux calculs dans la thése de ce dernier.

@ Mais cela reste tres incomplet...
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Le cas abélien:
Si L est une algebre de Lie restreinte abélienne et M un L-module
(restreint), on note

Hom(L, M) = {¢: L — M,o(Ax +y) = APo(x) + ¢(y)}.
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Le cas abélien:
Si L est une algebre de Lie restreinte abélienne et M un L-module
(restreint), on note

Hom(L, M) = {¢ : L — M,p(Mx +y) = Ao(x) + o(y)} -
On construit un nouveau complexe:

Ch(L,M)= @D Hom (S'LRA°L,M), 0<k<p.
2t+s=k
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On définit de nouvelles différentielles sur C% (L, M):

dy © Chy(L, M) — CEF(L, M)

{’Yt}ogtngj — {5t}0§tSL%J ,
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On définit de nouvelles différentielles sur C% (L, M):

dly : Ch(L, M) — CETH(L, M)
{’Yt}ogtngj — {5t}0§tSL%J ,

avec
S .
Be(X1y ooy Xe1 Y1y ooy Ys) = Z(—l)fyj Ve (X1s ooy Xes Y10 ooy Yy o0 Vs)
j=1
t

+ Z'thl(xla ---7)?1'7 -y Xty X,'[p]’yb ~~,)/s)
i=1

t
p—1 o .
+ E XETT e 1(X1y ey Ky oo X3 Xiy Y1y ooy V)
i=1
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A3L, M)

Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...

e — e T & T ®

Hom(L, M) — Hom(L ® L, M) Hom(L @ AL, M) Hom(L ® A*L, M) ...
Hom(S2L, M) —— Hom(S2L ® L, M) ...

52
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A3L, M) Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...
— e T & T @& T @
Hom(L, M) — Hom(L ® L, M) Hom(L @ AL, M) Hom(L ® A*L, M) ...
Hom(S2L, M) —— Hom(S2L ® L, M) ...

d2, : Hom(L, M) — Hom(A%L, M) @ Hom(L, M)
Yo — {505 61}7

Bo(y1,y2) = y2v0(y1) — y170(y2);
B1(x) = 7o(xIP1) + xP~yg(x).
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A3L, M) Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...
— e T & T @& T @
Hom(L, M) — Hom(L ® L, M) Hom(L @ A2L, M) — Hom(L @ A*L, M) ...
Hom(S2L, M) —— Hom(S2L ® L, M) ...

d2, - Hom(A?L, M) ® Hom(L, M) — Hom(A3L, M) @ Hom(L ® L, M)
{rv0,m} — {Bo, b1},

Bo(y1, y2,¥3) = —y170(y2, ¥3) + y270(y1, ¥3) — y370(¥1, ¥2);
Br(x,y) = —ym(x) +70(xP, y) + xP~Lyo(x, y).
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Si L n'est pas abélienne, on ne connait explicitement la
cohomologie restreinte que pour les ordres 0, 1 et 2.

Remarque: Dans son article de 1954, Hochschild définit la
cohomologie restreinte par

H4Y

res

(L,M) = Eth(L)(IF, M).
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Si L n'est pas abélienne, on ne connait explicitement la
cohomologie restreinte que pour les ordres 0, 1 et 2.

Remarque: Dans son article de 1954, Hochschild définit la
cohomologie restreinte par

HAL (L, M) := Ext{, ,\(F, M).

(L)

~ Jusqu'a présent, cette description n'a pas permis d'aboutir a
une théorie des déformations formelles compleéte.
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