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Introduction

Introduction

Contexte:
o Etude des (super)algebres de Lie-Rinehart en caractéristique

p > 0.
o Déja fait: classification et déformations en caractéristique O;
@ En caractéristique p, de nouveaux phénomenes apparaissent;

~ Il est d'abord nécessaire de comprendre les (super)algebres
de Lie restreintes en caractéristique p.
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Généralités sur les algebres de Lie

Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0

@ Introduction

@ Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0
@ Généralités sur les algebres de Lie
@ Cohomologie de Chevalley-Eilenberg
o Déformations d’algebres de Lie

© Algebres de Lie restreintes en caractéristique positive
Introduction aux algebres de Lie restreintes

@ Les p-mappings

@ La cohomologie restreinte

@ Deformations retreintes

@ Le cas particulier de la caractéristique 2
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Généralités sur les algebres de Lie
Cohomologie de Chevalley-Eilenberg
Déformations d’algeébres de Lie

Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0

Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

K est un corps algébriquement clos, de caractéristique O.

Définition
Soit L un K-ev. Un crochet de Lie sur L est une application
bilinéaire [-,-] : L x L — L vérifiant, pour x,y,z € L,

Q [x,y] = —ly, x| (antisymétrie)
Q@ [x, [y, 2] + Iy, [z, x]] + [z, [x, ]| = O (Jacobi).

Si L est équipé d’'un tel crochet, on appelle le couple (L, |-,-]) une
algebre de Lie.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:
e [x,y] =0Vx,y € L (algebre abélienne);
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:
e [x,y] =0Vx,y € L (algebre abélienne);
e Sip:LxL—> L estuneloi dalgebre associative
(multiplication), alors

[x, y] := p(x,y) — ply; x)

est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemples:
e [x,y] =0Vx,y € L (algebre abélienne);
e Sip:LxL—> L estuneloi dalgebre associative
(multiplication), alors
[X7y] = M(Xay) - /,L(y,X)
est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.

Conséquence importante: M,(K) munie du commutateur
est une algebre de Lie.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Définition

Une application linéaire ¢ : Ly — Ly est un morphisme
d’algebres de Lie si ¢ ([x, y]1) = [¢(x), ¢(¥)], Vx,y € L1.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Définition
Une application linéaire ¢ : Ly — Ly est un morphisme
d’algebres de Lie si ¢ ([x, y]1) = [¢(x), ¢(¥)], Vx,y € L1.

Définition

Une représentation p : L — End(V') est une représentation
d’algebres de Lie si p est un morphisme d’algebres de Lie,

Clest-a-dire si p ([x, 1) = p(x)p(y) — p(y)p(x).

Remarque: On dit aussi que V est un L-module.
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Caractéristique 0 - Généralités sur les algebres de Lie

Exemple essentiel: La représentation adjointe

ad: L — End(L)
x — ady 1y — [x,y].
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Déformations d'algebres de Lie en caractéristique 0

Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite construire un complexe de cochaines associé a L:

0 1 2 3
0— 0t 4y 2 &, 389,

Les C; étant des L-modules et les ¢/ des applications linéaires
vérifiant
dtlod =0.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algébre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:

CZ(L, M) := Homg (A9L, M).
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algébre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:

CZ(L, M) := Homg (A9L, M).

Ce sont les applications ¢ : L*9 — M, g-linéaires et
antisymétriques.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algébre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:
Cle(L, M) := Homg (AL, M).
Ce sont les applications ¢ : L*9 — M, g-linéaires et

antisymétriques.

En particulier, elles vérifient

Vo € &g, 9(Xa(1)s -+ Xa(q)) = Sign(a)p(x1, -..s Xq)-
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit L une algébre de Lie et M un L-module. On pose pour g > 0:

CZ(L, M) := Homg (A9L, M).

Ce sont les applications ¢ : L*9 — M, g-linéaires et
antisymétriques.

En particulier, elles vérifient
Vo € &g, 9(Xa(1)s -+ Xa(q)) = Sign(a)p(x1, -..s Xq)-

Remarque: si (L, [-,-]) est une algebre de Lie, alors le crochet [-, ]
est un élément de C2-(L, L).
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite ensuite équiper ce complexe C&g(L, M) d'applications
particulieres, appelées différentielles:

1
dg‘E : CgE(L7 M) — Cgl—:"— (L, M),
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

On souhaite ensuite équiper ce complexe C&g(L, M) d'applications
particulieres, appelées différentielles:

1
dg‘E : CgE(L7 M) — Cgl—:"— (L, M),

données par

dg'EQO(XL ceey Xq+1) =

> Dol Xt B s Ry Xg1)
1<i<j<q+1

g+1
—I—Z X1,...,A ...,Xq+1).

1<i
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

Q@ (Cle(L, M), dlg), o est un complexe de cochaines.
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Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

Q@ (Cle(L, M), dlg), o est un complexe de cochaines.
@ On note ZZ-(L, M) = ker(dlg) (g-cocycles).
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Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

Q@ (Cle(L, M), dlg), o est un complexe de cochaines.
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

Q@ (Cle(L, M), dlg), o est un complexe de cochaines.
@ On note ZZ-(L, M) = ker(dlg) (g-cocycles).
@ On note BL(L, M) = im(dZ:") (g-cobords).

© Grace au lemme, on a B{ (L, M) C ZZ-(L, M). On peut
donc considérer I'espace vectoriel quotient

HgE(L7 M) = Zg'E(L7 M)/BZE(L7 M)
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Caractéristique 0 - Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Ces applications vérifient ngErl odl =0, Vg>0.

Q@ (Cle(L, M), dlg), o est un complexe de cochaines.
@ On note ZZ-(L, M) = ker(dlg) (g-cocycles).
@ On note BL(L, M) = im(dZ:") (g-cobords).

© Grace au lemme, on a B{ (L, M) C ZZ-(L, M). On peut
donc considérer I'espace vectoriel quotient

HgE(L7 M) = Zg'E(L7 M)/BZE(L7 M)

C'est le q°™° groupe de cohomologie de

Chevalley-Eilenberg de L.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Définition
Soit (L, [-,-]) une algébre de Lie. Une déformation formelle de L
est la donnée d’une application K[[t]]-bilinéaire

pe = L[[e]] < L{[e]] — L[[¢]],
que l'on définit sur L x L par

pe(x,y) = POyl + > tuilx,y),
i>1

avec uj : L — L bilinéaires antisymétriques telles que

/J/t(X,,U,t(_y,Z))+/,Lt(y,/,bt(Z,X))+/$t(Z,Mt(X,y)) = 07 vxa)/az € L.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

/’Lt(X7lu’t(.y7z))+/~’Lt(y7,ut(z7x))+,u't(z7,u’t(xv.y)) = 07 vxa)/az €L

En développant, on obtient pour g > O:

q
Z Nl X, Bg—i )/v )) +,u,-(y,,uq,,-(z,x))+u,-(z,,uq,,-(x,y))) =0
i=0
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/’Lt(X7lu’t(.y7z))+/~’Lt(y7,ut(z7x))+,u't(z7,u’t(xv.y)) = 07 vxa)/az €L

En développant, on obtient pour g > O:

q
Z Nl X, Bg—i )/v )) +,u,-(y,,uq,,-(z,x))+u,-(z,,uq,,-(x,y))) =0
i=0

@ Pour g = 0, on retrouve l'identité de Jacobi usuelle;

e Pour g =1, on obtient u; € Z2¢(L, L).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Obstructions.
L'étude de la réciproque de ce théoreme conduit a I'étude des
obstructions.

Définition

Soit ¢ € Z%E(L, L) un 2-cocycle. ¢ est dit intégrable si il existe
une déformation formelle de L admettant ¢ comme élément
infinitésimal.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Obstructions.
L'étude de la réciproque de ce théoreme conduit a I'étude des
obstructions.

Définition

Soit ¢ € Z%E(L, L) un 2-cocycle. ¢ est dit intégrable si il existe
une déformation formelle de L admettant ¢ comme élément
infinitésimal.

Définition

Une déformation de L d’ordre n est une déformation de la forme

n
pe =t
i=0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Définition
Soit puf une déformation d’ordre n de L. On définit pour
x,y,z € L:

n
obsni1(x,y,2) = > _pi(X, tns1-i(¥, 2)) + iy pns1-i(2, x))
i=1

+ wi(z, pnr1-i(x, ))-
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Définition
Soit p7 une déformation d’ordre n de L. On définit pour
x,y,z € L:

n
obsni1(x,y,2) = > _pi(X, tns1-i(¥, 2)) + iy pns1-i(2, x))
i=1

+ :U’I'(Za /14n+17i(X7y))'

Proposition

Soit 1 une déformation d'ordre n de L. Alors obs,1 € Z3£(L,L).
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Soit pi une déformation d’ordre n de L. Si on pose

1 1
pett = pd + " g,

pour fini1 € C%E(L, L), alors

pest une déformation de L d'ordre n+1 <= obs, 1 = d2gjini1.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Soit pi une déformation d’ordre n de L. Si on pose

1 1
pett = pd + " g,

pour fini1 € C%E(L, L), alors

pest une déformation de L d'ordre n+1 <= obs, 1 = d2gjini1.

Théoreme

Q Si H3g(L,L) =0, tout 2-cocycle est intégrable.

@ Une déformation d’ordre n s'étend en une déformation d’ordre
n—+ 1 si et seulement si la classe de cohomologie de obs,, 1 est
nulle.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Equivalence de déformations formelles.
Si V est un espace vectoriel, un automorphisme formel
: VI[[t]] — VI[[t]] est la donnée d'une famille ¢; : L — L

d appllcatlons telles que ¢; = Z t' i, avec ¢g = id.
i>0
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Equivalence de déformations formelles.
Si V est un espace vectoriel, un automorphisme formel
o¢ = V[[t]] — V/[[t]] est la donnée d'une famille ¢; : L — L
d'applications telles que ¢; = Z t' i, avec ¢g = id.
i>0

Définition

Soient i et vy deux déformations formelles d’une algebre de Lie L.
On dit qu’elles sont équivalentes s'il existe un automorphisme
formel ¢ tel que, pour x,y € L,

Pe(pe(x,¥)) = ve(de(x), ¢e(y))-
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme

@ Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

:U’t:Zti,U’ia Hq € Z(2:E(Lv L)\B%E(La L)
i>q
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme

@ Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

:U’t:Zti,U’ia Hq € Z(2:E(Lv L)\B%E(La L)
i>q

@ S/ H2g(L,L) = 0, toute déformation de L est triviale.
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Caractéristique 0 - Déformations d'algebres de Lie

Théoreme
@ Toute déformation formelle de L est équivalente a une
déformation de la forme

:U’t:Zti,U’ia Hq € Z(2:E(Lv L)\B%E(La L)
i>q

@ S/ H2g(L,L) = 0, toute déformation de L est triviale.

Remarque: Il y a une correspondance bijective entre les éléments
de HZ-(L, L) et les éléments infinitésimaux de déformations
non-équivalentes. Ainsi, H2(L, L) classifie entiérement les
déformations infinitésimales de la forme u; = [, -] + tu1.
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une F-algeébre
associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie. La
représentation adjointe est alors donnée par

adx(y) = xy — yx.
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une F-algeébre
associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie. La
représentation adjointe est alors donnée par

adx(y) = xy — yx.

Si m > 0, un rapide calcul donne

2d7() = Y (’") (~1)" Iy,
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et A une F-algeébre
associative. Munie du commutateur, c'est une algebre de Lie. La
représentation adjointe est alors donnée par

adx(y) = xy — yx.

Si m > 0, un rapide calcul donne

m

ad?(y) = > (’") (—1)mxdyxm
j=0

Ainsi, si m = p, on a la relation

ad?(y) = xPy — yxP = adxs(y).

18/40
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?

19/40
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?

Soit A associative et a,b € A. Alors

p—1
(a+b)P =a’+b"+ > si(a,b),
i=1

avec isj(a, b) le coefficient de X'~' dans I'expression adg)?ib(a). )
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Caractéristique p - Algebres de Lie restreintes

@ On a donc une sympathique relation entre le commutateur et
le morphisme de Frobenius x — xP.

@ A-t-on une relation entre la loi additive et le morphisme de
Frobenius?

Soit A associative et a,b € A. Alors

p—1
(a+b)P =a’+b"+ > si(a,b),
i=1

avec isj(a, b) le coefficient de X'~' dans I'expression adg)?ib(a). )

~> c'est beaucoup moins sympathique.
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Caractéristique p - Les p-mappings

L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition (Jacobson)

Une algebre de Lie restreinte est une algébre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L — L telle que

QO ()P =),xlPl x e[, NeTF;
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L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition (Jacobson)

Une algebre de Lie restreinte est une algébre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L — L telle que
QO ()P =),xlPl x e[, NeTF;

p termes

@ [xy] = [[.be. Lyl )
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Caractéristique p - Les p-mappings

L'exemple précédent motive la définition suivante.

Définition (Jacobson)

Une algebre de Lie restreinte est une algébre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L — L telle que
QO ()P =),xlPl x e[, NeTF;

p termes

——
@ [x, Y] = [l[x, Y], ¥}, e v);
p—1
© (x+y)lPl =xlPl 4 ylPl 3 " 5(x, y),
i=1

avec isi(x, y) le coefficient of Z'~1 in adg;iy(x). Une telle

application (=)IPl: L — L est appelée p-map.
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Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.
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Caractéristique p - Les p-mappings

Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.

@ Si L est abélienne, n'importe quelle application p-semilinéaire

(telle que o(Ax + y) = APo(x) + ¢(y), A€ TF, x,y € L) est
une p-map.
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Caractéristique p - Les p-mappings

Remarques:

© Toutes les algebres associatives peuvent étre vues comme
algebres de Lie restreintes avec morphisme de Frobenius
X — xP.

@ Si L est abélienne, n'importe quelle application p-semilinéaire
(telle que o(Ax + y) = APo(x) + ¢(y), A€ TF, x,y € L) est
une p-map.

© Expression pratique:

p—1 )
;sl'(X,)/) = X’:;)ry @[XL[XQ,[...,[xp_l,xp]...],

Xp=X, Xp_1=Y
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Historique:
e En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie

Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes:

Hq

res

(L,M) = Eth(L)(F, M).
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte

Historique:
e En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie
Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes:

Hq

res

(L,M) = Eth(L)(F, M).

@ Mais cette construction ne permet de faire presque aucun
calcul concret.
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte

Historique:
e En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie
Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes:

Hq

9 (L, M) = Exti’j(l_ (F, M).

)

@ Mais cette construction ne permet de faire presque aucun
calcul concret.

@ En 2000, D. Fuchs et T. J. Evans proposent une construction
plus adaptée aux calculs dans la thése de ce dernier.
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte

Historique:

En 1954, dans son article Cohomology of Restricted Lie
Algebras, Hochschild donne une construction compléte de la
cohomologie des algebres de Lie restreintes:

Hq

9 (L, M) = Exti’j(l_ (F, M).

)

Mais cette construction ne permet de faire presque aucun
calcul concret.

En 2000, D. Fuchs et T. J. Evans proposent une construction
plus adaptée aux calculs dans la thése de ce dernier.

Mais cela reste incomplet.
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte - cas abélien

Le cas abélien:
Si L est une algebre de Lie restreinte abélienne et M un L-module
(restreint), on note

Hom(L, M) = {@: L — M, o(Ax + y) = APo(x) + ¢(y)}.
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte - cas abélien

Le cas abélien:
Si L est une algebre de Lie restreinte abélienne et M un L-module
(restreint), on note

Hom(L, M) = {¢ : L — M,p(Ax +y) = Mo(x) + o(y)} -
On construit un nouveau complexe:

Ch(L,M)= @D Hom (S'LeA°L,M), 0<k<p.
2t+s=k
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On définit de nouvelles différentielles sur C% (L, M):

dy © Ch (L, M) — CEF(L, M)

a

{fyt}OStngj — {IBt}OStSL%J s
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On définit de nouvelles différentielles sur CX, (L, M):

db, : Chy(L, M) — CKL (L, M)
{fyt}OStngj — {IBt}OStSL%J s

avec
s

Be(X1y ey X3 Y1y ooy Ys) = Z(—l)jyj Ve (XLs ooy Xes Y15 ooy Yy s V)
j=1

+Z’Yt—1(X17--~7 i o Xty X [ ])y17° -,Ys)

+ZX *Yt—-1 X17 Xi "'7Xt;Xi)y17"".yS)‘
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A%L, M) Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...

— e . & @ — @
Hom(L, M) — Hom(L @ L, M) Hom(L @ AL, M) Hom(L ® A*L, M) ...
e ®

" Hom(S2L, M) —— Hom(S2L L, M) ...
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A%L, M) Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...
—-— e — @& T @& T @
Hom(L, M) — Hom(L @ L, M) Hom(L @ A2L, M) — Hom(L @ AL, M) ...
Hom(S2L, M) —— Hom(S?L @ L, M) ...

d2, - Hom(L, M) — Hom(A2L, M) @& Hom(L, M)
Yo > {607 Bl}v

Bo(y1, y2) = y2v0(y1) — y170(y2);
B1(x) = 7o(xIP1) + xP~yg(x).
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0— M — Hom(L,M) —— Hom(A2L, M) — Hom(A%L, M) Hom(A*L, M) Hom(ASL, M) ...
—-— e — @& T @& T @
Hom(L, M) — Hom(L @ L, M) Hom(L @ A2L, M) — Hom(L @ AL, M) ...
Hom(S2L, M) —— Hom(S?L @ L, M) ...

d2, : Hom(A?L, M) ® Hom(L, M) — Hom(A3L, M) @ Hom(L ® L, M)
{rv0,m} — {Bo, B1},

Bo(yi, y2,¥3) = —y1v0(y2, ¥3) + y2v0(¥1, ¥3) — y370(y1, y2);
B1(%,y) = —ym1(x) + (<P, y) + xP~Lyo(x, y).
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Caractéristique p - La cohomologie restreinte - cas général

Soit L une algebre de Lie restreinte quelconque et M un L-module.

On cherche a définir la cohomologie restreinte de L, notée
Cl(L,M), g > 0. On a déja:
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Définition

Soit ¢ € C2c(L,M) et w : L — M. On dit que w possede la
propriété (x) vis-a-vis de ¢ si

Q w(Ax) =Xw(x), NeF, xeL;

= Sa=

avec x,y € L, m(x) le nombre de facteurs x; égaux a x. On définit ensuite

C2(L,M) = {(p,w), ¢ € C&(L, M), w posséde la propriété () v.a.v ¢}
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Soit a € C3(L,M) et B:L x L — M. On dit que B possede la
propriété (xx) vis-a-vis de « si

Q 5(:,y) est linéaire;

Q B(x,Ay) = AB(x,y),

© B + ) =B, ) + Bx: y2) =

p—2 j
1 g J
E i E (—1y E ( )hp---hpfkflo‘ ([X, hp*kw“ahpfji’l]v[hla~~1hp—j71]1hp—')
m(y1) k
j=0 k=1

hi=yy oryp
hy=y1, ho=yo

avec A €F, x,y,y1,y2 € L et w(y1) le nombre de facteurs h; égaux a y;.
On définit ensuite:
C3(L,M) = {(a,B), a € C¥c(L, M), B a la propriété (xx) v.a.va}.

29 /40



Introduction aux algebres de Lie restreintes
Les p-mappings

Algebres de Lie restreintes en caractéristique positive La cohomologie restreinte
Deformations retreintes

Caractéristique p - La cohomologie restreinte - cas général

On est donc dans la situation suivante:
0 d? 1 ) i 3
0— C/(L,M) = C.(L,M) —= CZ(L,M) —= C.(L, M)

avec d? = d2.
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On est donc dans la situation suivante:
0 d? 1 di 2 a3
0— C/(L,M) = C.(L,M) —= CZ(L,M) —= C.(L, M)
avec d? = d2..

~ il reste 3 construire d! et d?.
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Un élément ¢ € C}(L, M) induit une application

ind!(¢)(x) = ¢ (X[p]) —xP7rp(x), xel
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Un élément ¢ € C}(L, M) induit une application

ind!(¢)(x) = ¢ (X[p]) —xP7rp(x), xel

On peut alors définir:

dl() = (dlep,ind' () -
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De méme, un élément (a, ) € C2(L, M) induit une application

ind*(a, B)(x,y) = a <X7y["]>— > (-Dya ([X,y, .-',y],y> +xB(y)-

i+j=p—1

On peut alors définir:

d2(0, ) = (dga, ind*(@, §))
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Deformations retreintes

Définition
Une déformation formelle de L est donnée par deux applications

Fole e il [ L]
(xy) — Y tuilx,y) X — Zo twj(x),
i=0 =

avec io(x,y) = [x,y], ;i antisymétriques, wo = (-)IP), w; telles que
wj(Ax) = AP w(x).
De plus, [-,-]+ et [p]: doivent vérifier

[x, v, 2lele + Ly, [z, X]ele + [2, [x, y]e]e = O; (1)
] | P O ) (2)
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Deformations retreintes

Dans ce contexte, on retrouve tous les résultats "classiques” qui
font intervenir la cohomologie jusqu'a I'ordre 2, par exemple:
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Deformations retreintes

Dans ce contexte, on retrouve tous les résultats "classiques” qui
font intervenir la cohomologie jusqu'a I'ordre 2, par exemple:

Proposition

Soit ([, 1, (-)[p]t> une déformation restreinte de (L, [-, -], [p])-
Alors (1, w1) est un 2-cocyle de la cohomologie restreinte.
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Deformations retreintes

Dans ce contexte, on retrouve tous les résultats "classiques” qui
font intervenir la cohomologie jusqu'a I'ordre 2, par exemple:

Proposition

Soit ([, 1, (-)[p]t> une déformation restreinte de (L, [-, -], [p])-
Alors (1, w1) est un 2-cocyle de la cohomologie restreinte.

~> En I"absence de "bonne” description de la cohomologie, pour les
ordres > 3, on n'a pas (encore) de théorie des déformations
compleéte.
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Définition
Une algebre de Lie restreinte est une algébre de Lie L équipée
d’une application (-)IPl : L — L telle que

Q (X)) =)PxlPl xc [, NeTF;

p termes

—
@ [x, Y] =[x, Y], ] e v);
p—1
Q@ (x+y)lPl=xlPl 4 ylPl + X 5i(x, y),

i=1

avec isi(x,y) le coefficient of Z'~1 in adg;}ry(x).
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Définition
Une algebre de Lie restreinte en caractéristique 2 est une algébre
de Lie L équipée d'une application (-)l? : L — L telle que

QO )P =X xel, xeTF,;

@ [x,y] =[lx.y].y]

@ (x+y)P =xP 1y +[x,y].
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Définition
Une algebre de Lie restreinte en caractéristique 2 est une algébre
de Lie L équipée d'une application (-)l? : L — L telle que

QO )P =X xel, xeTF,;

@ [x,y] =[lx.y].y]

@ (x+y)P =xP 1y +[x,y].

~> la troisieme relation donne une clé pour comprendre la
cohomologie dans ce cas.
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Un couple (¢,w) avec ¢ : AL — M et w: L"1 — M est une
n-cochaine si

QO w(Ax, 2,...,2n-1) = Nw(x, 20, ..., 2), N ET;
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Un couple (¢,w) avec ¢ : AL — M et w: L"1 — M est une
n-cochaine si

QO w(Ax, 2,...,2n-1) = Nw(x, 20, ..., 2), N ET;

@ w est multilinéaire en ses variables z, ..., z,_1;
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Un couple (¢,w) avec ¢ : AL — M et w: L"1 — M est une
n-cochaine si

QO w(Ax, 2,...,2n-1) = Nw(x, 20, ..., 2), N ET;
@ w est multilinéaire en ses variables z, ..., z,_1;
o w(X +Y, 2, "'7Zn—1) =
w(Xv 22y eny anl) + W(y, 22y .uny anl) + QO(Xa Y,22, ..., anl)-
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Un couple (¢,w) avec ¢ : AL — M et w: L"1 — M est une
n-cochaine si

2 )
Q w(rx,z,...,2p-1) = Nw(x, 22, ..., Zn), A E T,
@ w est multilinéaire en ses variables z, ..., z,_1;

Q@ wix+y,2,.,Zn-1) =
W(X,ZQ,...,Z,,,]_) +W(ya227---72n—1)+90(X,y722a---,2n—1)-

wsin=2¢=[,], w= () et M=L, on retrouve les
conditions (1) et (3) de la définition précédente.

On note les espaces ainsi obtenus C, (L, M).
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Le cas particulier de la caractéristique 2
On a besoin d'applications df, : C2(L, M) — CIL(L, M).
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Le cas particulier de la caractéristique 2
On a besoin d'applications df, : C2(L, M) — CIL(L, M).
On écrit d} (¢, w) = (de(p),6"(w)), avec

0"w(x, 22y ..., 2n) = x - p(x, 22, ..., Zp)
n
+ Zz; cw(X, 22,00y Ziy ooy Zp)
i=2
+<p(x[2],22,...,z,,)

n
+ Z o ([x, zi], x, 22y ooy Ziy ovy Z1)
i=2
+ Z w(x,lzi,zj|, 22, ... Zi, .oy Ziy ooy Zn)
1<i<j<n
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Le miracle:

Proposition
@ Si(p,w) € CL(L, M), alors (de(p), 0"(w)) € CLFY(L, M);

2
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Le miracle:

Proposition

QS (907("0) € C*n (L7 M)7 alors (dgE(SO)vén(w)) € C:2+1(L7 M)'

2

Q@ i"lod"=0.
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Le cas particulier de la caractéristique 2

Le miracle:

Proposition

QS (907("0) € C*n (L7 M)7 alors (dgE(SO)vén(w)) € C:2+1(L7 M)'

2

Q@ i"lod"=0.

~> cela nous permet de construire un complexe de cochaines en
caractéristique 2, pour tous les n > 0.

39/40



Le cas particulier de la caractéristique 2

Le cas particulier de la caractéristique 2

Merci pour votre attention!
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