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Le laplacien

e Le laplacien est un opérateur différentiel, noté A, qui agit sur
une fonction u de plusieurs variables x;, xo, ...x,, de classe C2,
de la maniére suivante :

NP S L., . .
ou gz désigne la dérivée seconde par rapport a la variable x;.
e Dans le cas n = 2 qui va nous intéresser, on a

Bulx,y) = Gox.y) + Gy
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Conditions de bord

e On dit qu'un fonction u définie sur Q est soumise a la
condition de Dirichlet au bord de Q si u est identiquement
nulle sur le bord : ujpq = 0.

e Soit 7 un vecteur normal au bord 99Q. On dit qu'un fonction u
définie et de classe C! sur Q est soumise a la condition de

Neumann au bord de  si sa dérivée par rapport a n est
identiquement nulle sur le bord : (%) =0
/100
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L'équation aux dérivées partielles qui nous intéresse est, pour
u:Q — R declasse C? sur Q et A € R a priori :

— Au = Au. (1)

On associe a cette équation sur Q une condition de bord qui sera
une de celles présentées au dessus : Dirichlet ou Neumann.

Les scalaires A\ qui vérifient cette équation sont appelés valeurs
propres.

Les fonctions u # 0 associées sont appelées vecteurs propres.

— A posséde une suite infinie de valeurs propres qui vérifie :

0< M <A< <A< ..

Quentin EHRET La Formule de Weyl



Formules de Green

Premiére formule de Green
Soient u et v deux fonctions de (x, y) définies et de classe C? sur
Q. Alors :

/ vaudSZ// Vv.Vu dxdy—|—// vAu dxdy.
oo On Q Q

Deuxiéme formule de Green
Soient u et v deux fonctions de (x, y) définies et de classe C? sur
Q. Alors :

ov ou
ulAv — vAu)dxdy = / (u — v) ds.
//Q( Joxdy oo \ On  On
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Formule de Weyl

Théoréme : Formule de Weyl

Soit Q un domaine plan borné de R?, d’aire A(Q), et n € N. On
note A, les valeurs propres de —A sur Q avec les conditions au
bord de Dirichlet ou de Neumann.

Alors :

An 4
n nsoo A(Q)
Soit A € R. On note N(A) le nombre de valeurs propres inférieures

ou égales & A. Alors le théoréme se reformule de la maniére
suivante :
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Valeurs propres et vecteurs propres sur le rectangle avec les
conditions de Dirichlet

Sur un rectangle R = [0, a] x [0, b] C R?, avec aux bords les
conditions de Dirichlet uj;r = 0, les valeurs propres du laplacien

sont données par :
? m?
_ 2
A= (2 + b2)

et les vecteurs propres associés sont :

u(x, y) = sin (fx) sin (%y)

pour |, m entiers naturels strictement positifs.
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Valeurs propres et vecteurs propres sur le rectangle avec les

conditions de Neumann

Pour Neumann, on a les mémes valeurs propres
2 m?
— 2L
A=7 (32 + 12 )s
mais associées aux vecteurs propres

Im mm
u(x,y) = cos(;x) cos(Ty).

La seule différence notable, en plus d’avoir des cosinus au lieu des
sinus, est que / et m sont des entiers naturels quelconques.
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Formule de Weyl sur un rectangle

Soient A un réel strictement positif et A, une valeur propre.
N(A) .= card {k € N, \p < A}

Il existe alors /, m > 0 entiers tels que A\ = ”2(;% + Z’—:)
Supposons que Ax < A. Alors :

2 m? A
2w )
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Formule de Weyl sur un rectangle

Les Ay recherchés correspondent donc aux points a coordonnées
entiéres situés dans le quadrant x > 0,y > 0 de I'ellipse d'équation

2
(S +5) =2

L’aire de ce quadrant est %.
™
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Formule de Weyl sur un rectangle

L

Points & coordonnées entiéres a l'intérieur de I'ellipse (Dirichlet) -
source : [Str92]
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Formule de Weyl sur un rectangle

Quentin EHRET La Formule de Weyl



Formule de Weyl sur un rectangle

Q) < 222

47
Aab Aab
—_—— <N\ < —
4 CVa< () 4
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Formule de Weyl sur un rectangle

ab  CVA N()\) ab

47 AT _47T
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Formule de Weyl sur un rectangle

ab  CVA N()\) ab

47 AT _47T

(%)%
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Formule de Weyl sur un rectangle

ab  CVA N()\) ab

47 AT _47T

(%)%

donc :
im () = 47
n—o0 n ab
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Formule de Weyl

Théoréme : Formule de Weyl

Soit Q un domaine plan borné de R?, d’aire A(Q), et n € N. On
note A, les valeurs propres de —A sur Q avec les conditions au
bord de Dirichlet ou de Neumann.

Alors :

An 4
n nsoo A(Q)
Soit A € R. On note N(A) le nombre de valeurs propres inférieures

ou égales & A. Alors le théoréme se reformule de la maniére
suivante :
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Formule de Weyl sur un rectangle

L

Points a coordonnées entiéres a I'intérieur de I'ellipse (Neumann) -
adapté de [Str92]
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Formule de Weyl sur un rectangle

Aab

N 2 7

Aab Aab

< <
- SN <+ CVA

D'ou finalement :
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Espaces de fonctions test

Définitions : Soit D un domaine plan borné arbitraire.

1. On dit que w: D — R?, w # 0, est une fonction test pour
les conditions de Dirichlet si w est de classe C? sur D et vérifie
wjgp = 0. On notera I'espace de toutes ces fonctions 7o(D).

2. On dit que ' : D — R?, w’ # 0, est une fonction test pour
les conditions de Neumann si w’ est de classe C? sur D. On
notera |'espace de toutes ces fonctions 7 (D).
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Quotient de Rayleigh

Définition :
Soit D un domaine plan borné arbitraire. Soit w € To(D) (ou bien
T (D). Le quotient de Rayleigh Q est défini par :

Ve
Q= ;
w12

ou V désigne le gradient de w et ||.|| la norme 2.
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Principe du minimum

On va dans un premier temps considérer le probléme de
minimisation, pour w € To(D),

m = min(Q(w)). (2)

On admet que ce minimum existe. On ordonne les valeurs propres
de —A sur D par ordre croissant 0 < A\; < Ap < ... < A\, < ...

Théoréme : Principe du minimum pour la premiére valeur
propre
Soit u € To(D) réalisant le minimum (2), autrement dit m = |

Alors :
)\1 =m.
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Preuve du principe du minimum

Preuve :
Notons m = min(Q(w)) et soit u € To(D) réalisant ce minimum.
On a donc, Yw € To(D),

. ffD |Vu|2dxdy < ffD\Vw|2dxdy
ffD|u|2dxdy - ffD\w|2dxdy'
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Preuve du principe du minimum

Preuve :
Notons m = min(Q(w)) et soit u € To(D) réalisant ce minimum.
On a donc, Yw € To(D),

. ffD |Vu|2dxdy < ffD\Vw|2dxdy
ffD|u|2dxdy - ffD\w|2dxdy'

Soient maintenant v € To(D), v # u, et € € R.
Posons w = u + ev, et par souci de lisibilité, notons
[ ... .= [[p ...dxdy. Enfin notons

1Vt ev)P

fle) Jlu+ev|?
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Preuve du principe du minimum

IV en)P

) Jlu+ev|?

f admet un minimum pour € = 0, donc f’(0) = 0.
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Preuve du principe du minimum

V(u+ev)?
f(€)=f|f|£:€‘/‘2)| :

f admet un minimum pour € = 0, donc f’(0) = 0.
En développant I'expression de f, en dérivant et en évaluant la
dérivée en 0, on a :

2(J w)(J Vu.Vv) =2 [Vul?)(J uv)

0= (J 22
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Preuve du principe du minimum

\V4 2
I\ (R
Jlu+ev|?
f admet un minimum pour € = 0, donc f’(0) = 0.
En développant I'expression de f, en dérivant et en évaluant la

dérivée en 0, on a :

2(J w)(J Vu.Vv) =2 [Vul?)(J uv)

0= (J 22

Par conséquent :

2
/VU.VV—“[VZ’ x/uv_m/uv.
u
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv—i—/vAu:O
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv—i—/vAu:O

Rappel : formule de Green. Soient v et v deux fonctions de
(x,y) définies et de classe C? sur Q. Alors :

v@dS = // Vv.Vu dxdy + // vAu dxdy.
o On Q Q
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv+/vAu:0
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv+/vAu:0
:>m/uv—|—/vAu:O
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv+/vAu:0
:>m/uv—|—/vAu:O

:>// (mu + Au)v dxdy = 0.
D
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Preuve du principe du minimum

En exploitant la premiére identité de Green et le fait que vjyp =0,

ona:
/Vu.Vv+/vAu:0
:>m/uv—|—/vAu:O

:>// (mu + Au)v dxdy = 0.
D

= mu-+ Au=0.
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Preuve du principe du minimum

Soient \; une valeur propre et v; le vecteur propre associé.
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Preuve du principe du minimum

Soient \; une valeur propre et v; le vecteur propre associé.

fIVvJI2 _ J(=Av)y
— - 2 )
I ]
la derniére égalité résultant de la premiére formule de Green :
JVviVyi+ [ viAv; =0, donc [(=Avj)v; = [[Vy;[.
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Preuve du principe du minimum

Soient \; une valeur propre et v; le vecteur propre associé.

fIVvJI2 _ J(=Av)y
— - 2 )
I ]
la derniére égalité résultant de la premiére formule de Green :

JVviVyi+ [ viAv; =0, donc [(=Avj)v; = [[Vy;[.
Donc :

LG LCT17) 7 B

I /v
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Preuve du principe du minimum

Soient \; une valeur propre et v; le vecteur propre associé.

S JIVvl? [ (=Av)y
— - 2 )
I ]
la derniére égalité résultant de la premiére formule de Green :

JVviVyi+ [ viAv; =0, donc [(=Avj)v; = [[Vy;[.
Donc :

< JEBYY Sy,

Iv; v}

donc : m = A1, ce qui achéve la preuve.

=\, Vj>1
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Exemple de calcul

Sur le carré D = [0, 7] x [0, 7].
On choisit comme fonction g(x,y) = xy(m — x)(7 — y) € To(D).

On est censé trouver : Ay = m2(5 + 5) =2.

Quentin EHRET La Formule de Weyl



Exemple de calcul

Sur le carré D = [0, 7] x [0, 7].
On choisit comme fonction g(x,y) = xy(m — x)(7 — y) € To(D).

On est censé trouver : Ay = m2(5 + 5) =2.

Le calcul est le suivant :
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Exemple de calcul

Sur le carré D = [0, 7] x [0, 7].
On choisit comme fonction g(x,y) = xy(m — x)(7 — y) € To(D).

On est censé trouver : Ay = m2(5 + 5) =2.

Le calcul est le suivant :

IVg|? _ [fp y2(m — y)?(m — 2x)? + x*(m — x)*(7 — 2y)?dxdy
lgll? JJp x2y3(m — x)*(m — y)?dxdy
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Exemple de calcul

def integrale2d(meth,f, a, b, n): #les entrées sont
(X,W1)=meth[0] (n[0],a[0],b[0])
(¥,w2)=meth[1] (n[1],a[1],b[1])
1=0
for i in X:
for § in ¥:
I+=W1l [np.where (X==1) | *W2 [np.wheTe (¥==9) ]*£{i,5) #

o

def dw(x,y):
return (y*y* (pi-2%x)**2% (pi-y)**Dexdxk (pi-Dky) k424 (pi-x) ¥2)

def w(x,y):
return { (x*x*y*y* (pi-x) **2) * (pi-y) **2)

A=integrale2d([simpson, simpson],dw, [0,0], [pi,pil,
B=integrale2d([simpson,simpson],w, [0,0], [pi,pil, [1 011)

[ 210.85625324)
[ 104.05339441]
[ 2.02642358]
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Principe du minimum pour la n®™€ valeur propre

Théoréme : Principe du minimum pour la n®"¢ valeur propre
Soient 0 < A1 < A < ... < Ap_1 les n — 1 premiéres valeurs
propres, assocCiées aux vecteurs propres vi, Vo, ..., Vo_1. Sous
réserve d’existence du minimum,

. Vwl? ,
)\n:mln{HH u‘)‘! | <w,v >:OV/€[\1,n—1\]}:: mp
w

Remarque : la condition d’orthogonalité supplémentaire vient du
fait que les vecteurs propres sont orthogonaux.
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Deux autres résultats

e Les deux théorémes précédents restent vrais avec les conditions
de Neumann.

e Les vecteurs propres forment une partie dense de L?(D).
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Espaces de Sobolev

Définition : Espace H!(Q)
Soit © un ouvert de R2. Notons C° I'espace des fonctions
infiniment dérivables a support compact. L'espace de Sobolev

H(Q) (ou W12(Q)) est défini par :
HY(Q) =:

{u €L2(Q)| g, &2 € L2(Q), f[quil = — [qaid, Vo€ Cé’°}
(i=1,2)
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Espaces de Sobolev

Définition : Espace Hj(Q)
Soit Q un ouvert de R2. On désigne par C2(f) I'espace des
fonctions de classe C! a support compact dans Q.

Hy (Q) = CL(Q).

c
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Formule sur un quadrillage

Théoréme : Principe du maximin

Soit n un entier > 2.
Soient y1, o, ..., yo—1 des fonctions tests arbitraires (pour
Dirichlet).

. . 2 . . . - .
Soit A\j, = min (””V;'JI! ) , w fonction test arbitraire pour Dirichlet

telle que Vj <n—-1, <w,y; >=0.
Alors :

Ap = max A5).
{y1,y27~--,)’n—1}( n)
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Formule sur un quadrillage

Théoréme : Principe du maximin

Soit n un entier > 2.
Soient y1, o, ..., yo—1 des fonctions tests arbitraires (pour

Dirichlet).
Soit A\j, = min (””V;rluz) , w fonction test arbitraire pour Dirichlet
telle que Vj <n—-1, <w,y; >=0.
Alors :
An = max  (A}).
{yL.y2,-oyn—1}

Ce théoréme est aussi vrai pour les conditions de Neumann.
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Formule sur un quadrillage

e Soient D et D’ deux domaines plans tels que D C D'.
On note A, et \, les valeurs propres pour Neumann et
Dirichlet respectivement sur D et \,, et Al les valeurs propres
pour Neumann et Dirichlet respectivement sur D’.
Alors :
Np< Xy Vn>1

Ao <X, Vn>1

e Soit D un domaine plan borné.
Avec les notations précédentes, on a :

X<\, Vn>1.
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Formule sur un quadrillage

Soient m € N* et D un tel domaine. D = |J; D;, chaque D;
étant un carré de c6té a > 0. On va appeler D "quadrillage".

Un exemple de quadrillage
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Formule sur un quadrillage

On note :

At < A << Ay < ... les valeurs propres sur D avec les
conditions de Dirichlet;

M <X <...< X, < .. les valeurs propres sur D avec les
conditions de Neumann.
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Formule sur un quadrillage

On note :

At < A << Ay < ... les valeurs propres sur D avec les
conditions de Dirichlet;

M <X <...< X, < .. les valeurs propres sur D avec les
conditions de Neumann.

Chaque domaine D; posséde sa propre suite croissante de valeurs
propres. L'idée est de ressembler toutes les valeurs propres de tous
les D; dans une unique suite croissante :

w1 < po < ... < pp < ... pour Dirichlet;

i1 < jiz <...<fip < ... pour Neumann.
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Formule sur un quadrillage

Proposition : Avec les notations introduites juste avant, on a :

Vne N, A\, <u, et ﬂ,,gﬂ,,
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Formule sur un quadrillage

Proposition : Avec les notations introduites juste avant, on a :

Vne N, A\, <u, et ﬂ,,gﬂ,,

Corollaire : Avec les notations précédentes,

Vne N, fin <A< Ap < pin
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Formule sur un quadrillage

Théoréme :
Notons A(D) I'aire du domaine D et reprenons les notations de ce
paragraphe. Alors :

et :

i 5\,, I
nioo \ n ) T A(DY
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

M(X) = card {k € N,y < A} = z’": N;(\)
i=1
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

M(X) = card {k € N,y < A} = z’": N;(\)
i=1

()5 (49) -S40 40
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

M(X) = card {k € N,y < A} = z’": N;(\)
i=1

()5 (49) -S40 40

donc :
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

M(X) = card {k € N,y < A} = z’": N;(\)
i=1

i (M) =32 i (M) -3 AR2 - 42

donc :

A, (M?> ~ A(D)

Pour le cas des valeurs propres de Neumann fi,, le méme argument

donne
im (Fn) = A7
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

En divisant par n > 1 les inégalités du corollaire, on obtient :

s |3
:P”

A
nolnglng i
n n
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Formule sur un quadrillage : éléments de preuve

En divisant par n > 1 les inégalités du corollaire, on obtient :

s |3
:P”

A
nolnglng i
n n

Par encadrement, on a bel et bien :

i ﬁ _ Ar : i & _Ar
wioe \n ) T A(D) © mioo \ n |~ A(DY
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Approximation au sens fort

———Bande frontiere

s
G
‘ G1
o G
=

Approximation d'un domaine G par deux quadrillages - adapté de
[Gar86, Figure 41, chap. 11]
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Approximation au sens fort

<4

N7(A) < N7/(A)
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Approximation au sens fort

Définition : Approximation au sens fort.

Soient G et G’ deux domaines de R2. On dit que G’ approche G
au sens fort si il existe € > 0, et deux fonctions g : R2 — R et
h:R?2 — R qui vérifient ¥(x,y) € G :

lg(x,y)| <e, |h(x,y)| <e,

0 0
— < — <
58yl se o-lh(xy)l <,

0 0
7 < “Zin <e
\8yg(x,y)\ <e, (‘3y’ (x,y) <e

et telles qu'on puisse passer de G a G’ par les changements de
variables : x' = x + g(x,y) et y' =y + h(x, y).

On dit que G’ approche G avec la précision €. Si e — 0, on dit
que G' est déformé contindiment en G.
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Approximation au sens fort

On a le théoréme suivant :

Théoréme :

Quelle que soit la condition de bord, la n®™€ valeur propre de —A
varie continument lorsque le domaine G est déformé en G’ au sens
fort défini ci-dessus.
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Approximation au sens fort

¢
LC

87 8 A
adapté de [CH53, Figure 6, chap. 5]
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Généralisation

Il est possible de généraliser & une dimension d finie quelconque :
N o
/\I|_>moo a2 (27m) " waV(Q2),

ot V() désigne le volume de Q et wy le volume de la boule unité
de RY.
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