Université de Haute-Alsace Recueil d’exercices

Quentin Ehret

Recueil d’exercices d’analyse numérique

Pour le cours de CPB2 ENSISA maths renfort S3.

1 Suites récurrentes et méthode de Newton

1.1 Exercice

Etudier chacune des suites suivantes (monotonie, limite...)
Loug =1, upy1 = V14 u, sur I =[1,2];

up + 2up + 3 sur I =0,3];

cos(™g=) sur I = [0,1];

exp(—uy) sur I = [0, 1].

2. up =0, Upy1 =

3. up =0, Upy1 =

N[= 3 [= Ol

4. ug =0, upy1 =

1.2 Exercice

Soit a € R. Etudier la suite donnée par ug = a, Upt1 = cos(up).

1.3 Exercice (Suites arithmético-géométriques)

Soient a,b € R On considére la suite définie par ug € R, u,11 = au, + b.
1. Trouver un réel [ tel que v, := (u, — [) soit géométrique.

2. Pour quelles valeurs de a, b la suite (un) converge-t-elle ?

1.4 Exercice

1. Etudier la suite ug = 0, Un+1 = Vuy + 2 en utilisant 'inégalité des accroissements finis.

2. Soit vg € R et vp1 = vy, — V2. Etudier cette suite (vp,) en étudiant séparément selon que vy €]0, 1] ou

nomn.

1.5 Exercice
x3+1

On considere la fonction définie sur R par f : 2 +—— 5= et la suite définie par ug € R, up11 = f(un).

1. Justifier que I"équation f(x) = x possede 3 solutions réelles.
2. Etudier le signe de f(z) — z ainsi que la monotonie de f.

3. Déduire le comportement de la suite (u,) selon la valeur de ug.

1.6 Exercice

Soit @ > 0. On regarde ug > 0, Up+1 = %(un + 2.

Un
1. Etudier la convergence de la suite (u,,).

2. On pose v, 1= Z";%

n et vg.

3. Supposons que ug > a. Montrer alors que |u, — v/a| < 2ugvd" .

Exprimer v, 11 en fonction de v,, et déduire une expression de v,, en fonction de
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1.7 Exercice
On considere les deux suites (u,) et (vy) définies par
2up + v Up + 20
ug € R, Upt+1 = %, vy € R, Upn+l = %

Montrer que lim(uy) = lim(v,) = w

Indications : Montrer que (u,) et (v,,) sont adjacentes, puis que (v, —u,) est géométrique, et que (uy, +vy,)

est constante. En déduire que

1 1
Un = 5 v0+uo—3—n(v0—u0)
et que
1 1
Un:§ U0+U0+37(U0—U()) .

1.8 Exercice
En utilisant z — sin(z) sur le segment [2, 4], essayer d’estimer 7.

1.9 Exercice (Estimation d’inverses)
L _ ¢, ¢ >0, calculer les premiers termes de la suite récurrente (Tn)nen associée qui

En utilisant f(z) = - —
approche % dans les cas suivants :
_ _ 1
1. ¢ =9 avec zp = 5.
2. ¢ =11 avec g = %0'

3. ¢ =5 avec x9 = 13-

1.10 Exercice (Estimation de racines carrées)
En utilisant f(z) = 22 — ¢, ¢ > 0, calculer les premiers termes de la suite récurrente (,)necn associée qui

approche /c :
1. ¢ =10 avec ¢ = 3.

2. ¢ =5 avec xg = 2.
3. ¢ =5 avec g = 3.

Estimer Derreur.

1.11 Exercice (Estimation de racines quatriémes)
En utilisant f(z) = 2* — ¢, ¢ > 0, calculer les premiers termes de la suite récurrente (,)nen associée qui

approche /c :
1. ¢=10 avec xg = %

2. ¢c=5 avec g = 1.
3. c:5avecx0:%.
Estimer ’erreur.
1.12 Exercice
L’objectif de cet exercice est d’approximer sur R la solution de = —In(x).

1. Montrer que I’équation admet une solution unique sur R .
2. Trouver une approximation de la solution avec la méthode de Newton. Bien choisir I'intervalle et donner

la précision.
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1.13 Exercice (Autour du calcul de v/2)

On considere f : x — 22 — 2. On a déja vu comment calculer une valeur approchée, I'idée de cet exercice
est d’estimer la vitesse de convergence.

1. On prend zg = 1. Donner 'expression de la fonction ¢ associée et justifier que tout est bien défini.

2. Montrer que ¥n > 0, z,, > 1 et que |z,.1 — V2| < %]mn — V22

3. Déduire que |z, — V2| < 22%

1.14 Probléme (Controle 2020)

Dans cet exercice on s’intéresse a la suite définie par

ug = 1
Up+1 = f(un) VneN

avec

f:[0,4 —R

T +— v+ 3.

Justifier que la suite est bien définie.
Faire un dessin des premiers termes de la suite.
1
Montrer que 0 < |f'(x)] < 3.5 sur [0, 4].
Donner la définition d’une fonction contractante. Montrer qu’une fonction contractante est continue.
Déduire de la question 3. que f est contractante.

Montrer que (u,) est croissante. Justifier qu’elle est majorée.

A A e

Déduire de ce qui précede que (u,) converge et montrer que la limite est

_1+4/13

lim (uy,) 5

8. On souhaite obtenir une valeur approchée de la limite. On va utiliser la méthode de Newton sur la
fonction g : & — 22 — 13 pour approcher v/13. On se place sur 3, 4].

(a) Montrer que la fonction ¢ a itérer est donnée par

]

(b) Itérer la fonction ¢ en partant de xg = 4. Donner autant de termes que possible.

(¢) Donner une majoration de l’erreur.

(d) Conclusion : donner une valeur approchée de la limite de la suite (uy,).

1.15 Probléme (Substitution 2020)

Dans cet exercice on s’intéresse a la suite définie par

ug = 1
Unt1 = f(up,) VneN

avec
f:0,1] — R
1 z
T 5|5 )
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Montrer que f est décroissante. Déduire que [0, 1] est stable par f.

Faire un dessin des premiers termes de (u,). Déduire de la question 1. les variations de (uy,).
Donner la définition d’un point fixe de f.

Calculer sup | f'| sur [0, 1], et déduire que f est contractante.

Est-ce que (u,) converge ? Si oui, vers quelle limite ? (Il n’est pas nécessaire d’en donner la valeur)

AR

1.16 Probléme (Contréle 2021)

Dans cet exercice on s’intéresse a la suite définie par

ug =0
_ 1
Un+1 = 1
_1

1. [2 pts] Montrer que Uintervalle I = [0, 1] est stable par f : z —— SR

2. [2] Faire un dessin des premiers termes de (uy,).

3. [2] Calculer sup |f’| sur I, et déduire que f est contractante sur I.

4. [1] Conclure que (uy,) converge.

5. (a) [2] Justifier que calculer la limite de (uy,,) revient & résoudre I’équation x3 + 22 — 1 = 0 sur 1.
(b) [2] Montrer qu’il existe un unique a € [0.75, 1] tel que a® + a? — 1 = 0.

6. On va maintenant appliquer la méthode de Newton sur la fonction g : z — 23 + 2% — 1 sur [0.75, 1]
pour trouver une approximation de c. On rappelle que la fonction ¢ du cours est donnée par

g()
g(x)

p(z) =2 —

20° + 2% +1
32 + 2z
(b) [1] Itérer ¢ en partant de xp = 1. Donner autant de termes que possible.
(¢) [2] Donner une majoration de 'erreur ainsi qu’une une valeur approchée de la limite de (u,,).

(a) [2] Montrer que p(z) =

1.17 Probléme (Substitution 2021)

Dans cet exercice on s’intéresse a la suite définie par

Uy = %

1. [2 pts] Montrer que l'intervalle I = [%, 1] est stable par f : z +— %—H

2. [2] Faire un dessin des premiers termes de (uy,).

3. [2] Calculer sup |f’| sur I, et déduire que f est contractante sur I.

4. [2] Conclure que (u,) converge.

5. (a) [2] Justifier que calculer la limite de (u,,) revient & résoudre I’équation x> +z — 1 = 0 sur 1.

(b) [1] Déduire la valeur de la limite.

6. Si vous avez correctement répondu a la question précédente, vous constatez que pour avoir une idée
d’une valeur approchée de la limite, on a besoin d’une estimation du réel v/5. On va maintenant
appliquer la méthode de Newton sur la fonction g : x — 2% — 5 sur [2,3] pour en trouver une
approximation. On rappelle que la fonction ¢ du cours est donnée par

=g 9@
#le) 9'(x)

(a) [2] Montrer que p(z) = % (x + 2)

(b) [1] Itérer ¢ en partant de zo = 3. Donner autant de termes que possible.
(c¢) [2] Donner une majoration de 'erreur ainsi qu'une une valeur approchée de la limite de (uy,).
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1.18 Probléme (Controle 2022)

1. Etude de la fonction f : z — 3 (x + %) sur l'intervalle [1,2] :

(a) [2 points] Calculer [ et f”.

(b) [3] Utiliser f” pour étudier les variations et le signe de f’. En déduire les variations de f. Résumer
les résultats dans un tableau de variations.

(c) [2] Utiliser ce qui précede pour calculer sup|f’| sur [1,2] et déduire que f est contractante.

(d) [1] Montrer que v/2 est un point fixe de f.
2. Etude de la suite z¢ = 2, Tni1 = fxn) :

(a) [1] Montrer que I'intervalle [v/2,2] est stable par f.

(b) [2] Faire un dessin de premiers termes de la suite (z,).

(¢) [2] Etudier les variations de la suite (), en vous aidant de la question 1.
(d)

[2] Montrer que la suite (z,,) converge. Vers quelle valeur ?

3. Approximation de la limite :

(a) [1] On pose g(z) = 2 — 2. On rappelle que dans la méthode de Newton, la fonction ¢ & itérer est

donnée par

Montrer que ¢ = f.
(b) [1] Itérer ¢ en partant de xzy = 2. Donner autant de termes que possible.
(¢) [2] Donner une majoration de l'erreur (prendre a =1 et b = 2)
(d) [1] Conclusion : donner une approximation de la valeur de la limite de la suite (zy,).

2 Interpolation de Lagrange

2.1 Exercice

Trouver le polynéome d’interpolation de degré 3 interpolant la fonction f, cette derniere vérifiant :

f(=1)=-1; f(0)=1; f(1)=0; f(2)=0.

2.2 Exercice

Calculer le polynome d’interpolation pour la fonction f(x) = x%rl sur le segment [0, 1] avec les points :

1. {0,1} (linéaire),

2. {0, %, 1} (quadratique),

3. {0,%,2,1} (cubique).
et calculer chaque fois I'erreur.

2.3 Exercice
Calculer le polynome d’interpolation pour la fonction g(z) = e~ sur le segment [—1,1] avec les points :
1. {-1,1},
2. {-1,0,1},
3. {-1,-%,3,1}.
et calculer chaque fois I’erreur.
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2.4 Exercice (Théorique mais facile!)

Soient P un polynéme de degré quelconque et (z;)!", une famille de n + 1 points de R. Montrer que
le polyndme d’interpolation de P aux points xz; est le reste de la division euclidienne de P par w11 =
(X — ;). Que se passe t-il si deg(P)< n?

2.5 Probléeme (Pour aller plus loin)

Pour x € [—1, 1], on définit les polynémes de Tchebychev par t,,(x) = cos(n arccos(z)).

1.
2.

Calculer tg et ty.

En posant § = arccos(z), montrer que t,i1(x) + tp—1(z) = 2xt,(z). Déduire que t,, est bien un
polynome. Quel est son degré?

. Montrer que t,, admet exactement n racines distinctes dans [—1, 1], données par

(2i+ 1
08
n

7r>, 0<1<n—1.

On appelle points d’interpolation de Tchebychev les racines de ¢,,41.
Montrer que t,41(x) = 2" w41 ().

. Expliquer que 'application

permet de se ramener a un intervalle quelconque [a, b], et montrer que les images des points d’interpo-
lation de Tchebychev sont données par

b b-— 21+ 1
xi:a; + 2acos(2;j_27r), 0<1<n
. Montrer que pour x € [a,b], on a
b—a\"t 2
N s I (R

1=0

o [T o(u — ;) = grtnt1 est le polyndme m,4q(u) correspondant a [—1,1].

(b—a)"t! 2 a+b
Tt (7) = gt {5 (‘T T2 )

Montrer que

. Utiliser la formule d’erreur du cours pour estimer ’erreur effectuée en utilisant les points de T'chebychev

pour une fonction f quelconque.

3 Intégration numérique

3.1 Exercice

On considere

21
/fdx.
1 T

On souhaite obtenir une valeur approchée de In(2). On considére la subdivision 1 < 4/3 < 5/3 < 2.

1. Donner une valeur approchée de In(2) en utilisant la méthode des rectangles;

Ll

(2
Donner une valeur approchée de In(2) en utilisant la méthode du point milieu ;
Donner une valeur approchée de In(2) en utilisant la méthode des trapeézes ;

Avec la méthode des trapezes, quelle valeur de n choisir pour la subdivision de sorte & avoir une erreur
inférieure & 10747



Université de Haute-Alsace Recueil d’exercices Quentin Ehret

3.2 Exercice

Calculer

3 2
/ e ¥ dr,
2

en utilisant les 3 méthodes du cours et une subdivision a 3 pas. Evaluer erreur & chaque fois. Que peut-on

dire ?

3.3 Exercice

Soit y € RY. Evaluer

Yy
0

avec les trois méthodes et estimer l'erreur a chaque fois. On prendra une subdivision réguliere a n pas.
Indication 1 : Montrer par récurrence que

n-! 5 (n—1)%n?

Indication 2 : On admet ensuite que

> (2i+1)* =n?(2n% - 1).
=0

3.4 Exercice

L2
1. [1] Vérifier que / ——dt =m.
g Ll ieet T
2. [1] En utilisant la méthode d’intégration numérique de votre choix sur la fonction ¢ — 52 sur
[—1, 1], donner une approximation de 7.
On utilisera la subdivision —1 < —% < —% <0< % < % <1
3. [1] Estimer l'erreur.
Exercice
1. [1 pt] Pour quel(s) type(s) de fonction(s) la méthode des rectangles est-elle exacte ? Et celle du point
milieu ?
5%
2. [2 pts] Calculer / In(sin(z))dz avec la méthode des rectangles, en utilisant la subdivision réguliére
i
é4pas%<§<g<%“<‘%”.
3. [2 pts] Evaluer Perreur commise & la question précédente. Comment améliorer ce résultat en gardant
la méthode des rectangles ?
s
4. BONUS [+2 pts] : Montrer que/ In(sin(z))dz = —g In(2) en valeur exacte. Vous pouvez justifier que
2

/ In(sin(z))dz = /E In(sin(z))dz, puis montrer que /5 In(sin(z))dz = /5 In(cos(z))dz, puis que
g 0 0 0

J

WP

In(sin(z))dz = /5 In(sin(2z))dz, et enfin conclure en vous rappelant que sin(2x) = 2sin(z) cos(x).
0
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3.5 Exercice

On considere la fonction f(x) = 23 + x.

2
1. [1] Calculer la valeur exacte de 'intégrale I = / f(x)dx
-1

2. [1] Calculer une valeur approchée de cette intégrale avec la méthode des rectangles et n = 5 sous-
intervalles.

3. [1] Dresser le tableau de variations de f sur [—1,2] et déduire une constante M telle que |f'(x)| < M
pour x € [—1,2].

4. [1] Estimer lerreur commise & la question 2. Est-ce cohérent avec la valeur exacte ?

5. [1] Trouver n tel que la méthode des rectangles & n sous-intervalles donne un encadrement de I & 1072
pres.

3.6 Probléme : sommes de Riemann

Dans ce probléeme, on s’intéresse a la notion de somme de Riemann, qui a beaucoup a voir avec la méthodes
des rectangles qu’on a vue en cours.

Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue. Pour n € N* et 0 < k < n, on définit la

subdivision réguliere
b—a
T = a -+ k

On a en particulier xx4+1 — 2 = IFT“, xg = a et x, = b. On rappelle la relation de Chasles pour les intégrales :

/f t)dt = Z/xk“

On définit la somme de Riemann d’ordre n :

L’objectif du probleme est de montrer que les sommes de Riemann convergent vers ;= [, f f(t)dt.

1. Montrer que

Ve>0, 36 >0, V(z,y) € [a, b2 |z —y| <0 = |f(z) — fly)| < bfa
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N vérifiant
Vn >N, V0 <k <n—1, V€ el 1) - flon)] < 7 c
—a

3. Déduire que

Vn>N,V0O<k<n-—1,

[ 0w - s < £

k

4. (a) Montrer que

— -1 Th+41
’ az f(zk) Z/ f(xx)d

o=

(b) Déduire de 3 et 4(a) que

¥Yn > N, <e.

[ st~ - @5 (5)
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(c) Conclure quant a la convergence de S, (f).

5. A partir d’ici, on suppose que f est de classe C! sur [a, b].
(a) Justifier qu'il existe un réel M > 0 tel que V¢ € [a,b], |f/(t)] < M.
(b) Déduire que
Vne N* VO <k<n-—1, Vt € [zg, zr1], |f(t) — flzr)| < M|t — x|
(¢c) Montrer que

M(b— a)?

Vne N VO<k<n-1,
2n?

/:kﬂ (f(t) = flzk)) dt’ <

k

(d) Déduire finalement que

M(b— a)?

N*
Vn € N¥, o

<

[ st~ 0~ @)5.(5)

4 Intégrales généralisées

4.1 Exercice

Montrer que
1 11
/ In(t)dt converge; / Edt diverge.
0 0

4.2 Exercice

Etudier la convergence et calculer
+00 t
L. wrep

4.3 Exercice

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :
] 1 00 8
/ x4dx; / r%dzx; / e ¥ dx;
1 0 0
(discuter selon la valeur des parametres)

4.4 Exercice (Intégrales de Bertrand)

Une intégrale de Bertrand est de la forme

/+oo dt
2 tln(t)5 '

1. Etudier sa convergence selon la valeur de f.

2. Application : convergence de l'intégrale

+oo 1 1
/ Vit2 4+ 3tln (COS t) sin? <) dt.
2

Int
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4.5 Exercice (Une intégrale semi-convergente classique)

1. Montrer par une intégration par parties que l'intégrale

/+°° sin(t)
. converge.
1

| sin(t)] 1—cos(2t)
R T

3. Déduire de la question précédente et d’une intégration par parties que l'intégrale de la question 1 ne
converge pas absolument.

2. Montrer que pour tout £ > 1, on a l'inégalité

4.6 Exercice (La fonction Gamma)

Pour o € R, a>0: I(a)= [*2z* e %dz.

1. Montrer que l'intégrale qui définit I'(«) converge quel que soit o > 0.
2. Montrer que I'(aw + 1) = al'(«).

3. Montrer que I'(n 4+ 1) = n!

4. Montrer que [;° e dy = 3T (%)

4.7 Exercice (Comparaison série / intégrale)
Etudier la convergence des séries suivantes en les comparant avec les intégrales généralisées associées :
oco 1. 00 1 . 00 1 .
1. ZkZI % 2. Zkzo W ; 3. Zkil jae= avec € € R, €> 0,
00 1 . 00 1 . 00 1
4 Ykl tmm i O Xhk=2 EmepTes 0 Xkso o
4.8 Exercice

+oo
1. [1.5] Montrer que / exp(—V/t)dt = 2, avec le changement de variables = = /1.
0

+o00 9 1
2. [1] Montrer que / texp(—t7)dt = 3
0
—+o00 2 5(t
3. [1] Montrer que / Jr(;Ob()dt diverge.
1
- . Uln(t)
4. [1.5] En admettant (ou justifiant!) que %Hr(l) In(t)y/t = 0, montrer que / Tdt = —4.
- 0

4.9 Exercice : Transformée de Laplace de fonctions polynomiales

1. Soient A >0 ,n € N.

“+oo
(a) [2 pts] Montrer que/ t"e~Mdt converge. Indication : changement de variables x = \t.
1

400
(b) [1 pt] Déduire que / t"eMdt converge.
0

+00
2. On pose [, :/ t"e tdt.
0
(a
(b
(c
(d

[1 pt] Calculer Iy.
[2 pts] Montrer que I,4+1 = (n+ 1)I,,.
[1 pt] Montrer que I, = n! Rappel :n!=nx(n—1)x (n—2) x ... x3x2x 1.

n!
)\n+1 :

—_—  — —

+oo
[2 pts] Montrer que VA > 0, Vn € N, / e Mdt =
0

10
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4.10 Exercice

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1 sin (%)
1. [1] Montrer que
0

Vit

2. [2] Avec le changement de variables x = sin(¢) et en vous rappelant que sin?(t) = 1=cos(2) calculer

p)
1 2
[ e
0 V1—22

n(t)

dt est convergente.

3. [2] Avec une intégration par parties, calculer /

0 Vit

4.11 Probleme : intégrales de Gauss (adapté de http ://vonbuhren.free.fr)

dt. On admettra que %in(l] In(t)v/t = 0.
—

L’objectif de ce probleme est d’étudier I'intégrale de Gauss, qui est trés importante en probabilités et en
statistiques. Une intégrale de Gauss est définie pour a > 0 par :

+oo 9
I(a) ::/ e dt.

1. On considere la fonction h: R — R, t —— 2617
(a) Dresser le tableau de variations de h sur [0, +o0l.

(b) Déduire I'inégalité pour ¢ > 0 :

(c) Montrer que l'intégrale [;" e~ dt converge.
(d) En déduire que l'intégrale I(1) est convergente.

(e) Soit a > 0. Par un changement de variables, montrer que I(a) converge également et qu’elle vérifie

Pour la suite, on définit les intégrales de Wallis :
/2
W, ::/ cos"(0)db.
0

On admet que W;, — 0 et que Wj, ~ /5.
noo noo

2. Soit n > 0. On considere les intégrales

too v 2\" oo 2\ "
I:/ e U dt, In:/ 1—— | dt, Jn:/ 14+ — | dt
0 0 n 0 n

(a) On admet que J,, ~ t%n Déduire que J,, est une intégrale convergente pour tout n > 0.
(b) Avec une étude de fonction, montrer que In(1 + x) < z pour > —1.

(c) A laide de I'inégalité précédente, montrer que

Vi,
Ing/ et dt < J, pour n > 0.
0

Conseil : ne vous lancez pas dans une récurrence.

11
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(d) En posant t = y/n.sin(f), montrer que I,, = \/n.Wap41 pour n > 0.

(e) En posant t = /n.tan(d), montrer que J, = /n.Wa,_2 pour n > 0. Justifier auparavant que
1+ tan?(f) = m pour 0 €] — 5, 5[

(f) On admet que /nWapi1 ~ @ et que /nWap_o ~ 4 (lorsque n — +00). Déduire de ce qui
précede la valeur de 1.

(g) Quelle est la valeur de l'intégrale de Gauss pour tout réel a > 07

12



