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Déformations d'algèbres associatives : dé�nition

Soient K un corps de caractéristique 0 et (A, µ0) une algèbre
associative sur K. Alors, déformer (A, µ0) revient à munir A[[t]]
d'une application K[[t]]-bilinéaire µt qui s'écrit sous la forme

µt =
∑
i≥0

µi t
i ,

où les µi sont des applications K[[t]]-bilinéaires A× A −→ A, telle
que :

µt (µt(x , y), z) = µt (x , µt(y , z)) ∀x , y , z ∈ A.
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Déformations d'algèbres associatives : cohomologie de
Hochschild

Soit M un A-bimodule. On dé�nit alors les espaces de cochaines
par : 

Cn(A,M) = Hom(A⊗n,M), n > 0
C 0(A,M) = M,
Cn(A,M) = 0, n < 0
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Déformations d'algèbres associatives : cohomologie de
Hochschild

On dé�nit un opérateur cobord dn

dé�ni pour tout (a1, a2, ..., an+1) ∈ A⊗(n+1) par :

(dnϕ)(a1, a2, ..., an+1) = a1ϕ(a2, ..., an+1)

+
n∑

i=1

(−1)iϕ(a1, ..., aiai+1, ..., an+1)

+ (−1)n+1ϕ(a1, ..., an)an+1

et pour n = 0,

(d0ϕ)(a) = aϕ− ϕa, ϕ ∈ C 0(A,M) = M, a, ai ∈ A.
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Déformations d'algèbres associatives : contrôle par la
cohomologie

Théorème (39)

• Si (A, µ0) est une algèbre associative, et µt =
∑

i µi t
i une

déformation formelle de A telle que µ1 = µ2 = ... = µp−1 = 0
pour un indice p quelconque, alors µp est un 2-cocycle de

Hochschild.

• Si H3(A,A) = 0, alors tout 2-cocyle donne une déformation de

µ0.
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Déformations d'algèbres associatives : équivalence

On considère µt et µ′t deux déformations formelles de (A, µ0)
algèbre associative. Les deux déformations sont alors dites
équivalentes s'il existe un isomorphisme formel :

ϕt : A[[t]] −→ A[[t]],

K[[t]]-linéaire, tel que

ϕt(x) = x + ϕ1(x)t + ϕ2(x)t
2 + ... pour x ∈ A

et véri�ant

ϕt(µt(x , y)) = µ′t(ϕt(x), ϕt(y)), ∀x , y ∈ A.
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Rappels de théorie des catégories : catégories linéaires

Soit R un anneau commutatif.

Dé�nition (Catégorie R-linéaire)

Une catégorie C est dite R-linéaire si :

• C est pré-additive ;

• il existe un homomorphisme d'anneaux ρ : R −→ Nat(1C , 1C).

X X

Y Y

ρ(r)X

f

ρ(r)Y

f
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Rappels de théorie des catégories : catégories abéliennes

Dé�nition (Catégorie abélienne)

Une catégorie C est dite abélienne lorsqu'elle satisfait :

(1) Pour tout objet C ∈ C, il existe une loi + additive ;

(2) C a un objet nul ;

(3) Toute paire d'objets a un produit et un coproduit ;

(4) Toute �èche a un noyau et un conoyau ;

(5) Tout monomorphisme de C est un noyau et tout épimorphisme

de C est un conoyau.
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Rappels de théorie des catégories : objet (co)plat

Dé�nition

Soit C une catégorie R-linéaire abélienne.

• X ∈ C est plat (sur R) si le foncteur −⊗ X : mod(R)−→ C
est exact.

• X ∈ C est coplat (sur R) si le foncteur Hom(−,X ) :
mod(R)−→ C est exact.
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Rappels de théorie des catégories : objet (co)plat

Proposition

Soit c ∈ C abélienne R-linéaire. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) c est plat.

(2) TorRn (−, c) = 0 ∀n ≥ 1.

(3) TorR1 (−, c) = 0.

Proposition

Soit c ∈ C abélienne R-linéaire. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) c est coplat.

(2) ExtnR(−, c) = 0 ∀n ≥ 1.

(3) Ext1R(−, c) = 0.
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Vers la dé�nition : foncteurs (co)e�açables

Dé�nition

(1) Un foncteur F : A −→ B, avec B pré-additive est dit

e�açable si pour tout objet a de A, il existe un

monomorphisme u : a −→ a′ tel que F (u) = 0.

(1') Il est dit co-e�açable si pour tout objet a de A, il existe un

épimorphisme u : a −→ a′ tel que F (u) = 0.

(2) Un foncteur F : A −→Ab est dit faiblement e�açable si

pour tout objet a de A, pour tout élément x ∈ F (a), il existe
un monomorphisme u : a −→ a′ tel que F (u)(x) = 0.
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Vers la dé�nition : foncteurs (co)e�açables

Proposition (42)

Soit F : A −→ B un foncteur additif entre catégories abéliennes.

Supposons que A ait su�samment d'injectifs. Alors :

F est e�açable⇐⇒ F (I ) = 0 pour tous les injectifs I deA.

(=⇒)

0 I u(I )

I

u

id
∃β
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Vers la dé�nition : foncteurs (co)e�açables

Proposition (42)

Soit F : A −→ B un foncteur additif entre catégories abéliennes.

Supposons que A ait su�samment d'injectifs. Alors :

F est e�açable⇐⇒ F (I ) = 0 pour tous les injectifs I deA.

(=⇒)

0 F (I ) F (u(I ))

F (I )

F (u)

id
F (β)
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Vers la dé�nition : foncteurs (co)e�açables

Proposition (42)

Soit F : A −→ B un foncteur additif entre catégories abéliennes.

Supposons que A ait su�samment d'injectifs. Alors :

F est e�açable⇐⇒ F (I ) = 0 pour tous les injectifs I deA.

(⇐=)

Soit a ∈ A. Il existe u : a −→ I monomorphisme et I injectif. En
appliquant F , on a F (u) : F (a) −→ F (I ) = 0, donc F (u) = 0.
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Vers la dé�nition : platitude

Dé�nition (Platitude pour une catégorie R-linéaire)

Soit C une catégorie R-linéaire. C est dite plate (sur R) si pour
tous objets c , c ′ ∈ C, HomC(c , c ′) est un objet plat de Mod(R).

Dé�nition (Platitude pour une catégorie R-linéaire abélienne)

Une catégorie R-linéaire abélienne C est dite plate (sur R) si pour

tout X ∈ mod(R), Ext1R(X ,−) : C −→ C est e�açable.
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Vers la dé�nition : platitude

Proposition (48)

Soit C R-linéaire abélienne. Supposons que C ait su�samment

d'injectifs. Alors C est plate sur R si et seulement si les injectifs de

C sont coplats.

C est plate sur R ⇐⇒ Ext1R(X ,−) : C −→ C est e�açable ∀X ∈ mod(R)

⇐⇒ Ext1R(X , I ) = 0 ∀X ∈ mod(R), ∀I injectif de C
⇐⇒ I est coplat.
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Vers la dé�nition : constructions fonctorielles

Soient R et S deux anneaux commutatifs, et θ : R −→ S un
homomorphisme d'anneaux.

Dé�nition (Construction (−) )

• Soit M ∈ Mod(S). On désigne par M le module M vu comme

R-module via θ : R −→ S . L'action est donnée par

(r ,m) 7−→ θ(r) ·m, pour r ∈ R et m ∈ M.

• Soit B une catégorie S-linéaire. On désigne par B la catégorie

R-linéaire dé�nie par Ob(B)=Ob(B) et B(B,B ′) = B(B,B ′) ;
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Vers la dé�nition : constructions fonctorielles

Dé�nition (Construction S ⊗R (−))
Soit A une catégorie R-linéaire.

On désigne par S ⊗R A la catégorie S-linéaire dé�nie par

Ob(S ⊗R A)=Ob(A) et (S ⊗R A)(A,A′) = S ⊗R A(A,A′).
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Vers la dé�nition : constructions fonctorielles

Dé�nition (Catégorie S-linéaire des S-objets)

Soit (C, ρ) une catégorie R-linéaire. On dé�nit la catégorie

S-linéaire des S-objets, notée CS par :

• Ob(CS) = {(c , ϕc)}, où c est un objet de C et

ϕc : S −→ HomC(c , c) morphisme d'anneaux véri�ant

ϕc ◦ θ = ρc .

• Pour les morphismes, on garde les morphismes de C qui font

commuter le diagramme suivant, pour tout s ∈ S :

c c

d d

ϕc(s)

ϕd(s)

f f
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Dé�nition : déformation linéaire

On considère R et S deux anneaux commutatifs, et θ : R −→ S un
homomorphisme d'anneaux.

Dé�nition (Déformation pour catégories pré-additives)

• Soit B une catégorie S-linéaire. Une R-déformation de B est

une catégorie R-linéaire A munie d'un foncteur R-linéaire
A −→ B, qui induit une équivalence de catégories

S ⊗R A −→ B.
• Si S ⊗R A −→ B est un isomorphisme, la déformation est dite

stricte.

• Si A est plate sur R , la déformation est dite plate.
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Dé�nition : déformation abélienne

On considère R et S deux anneaux commutatifs, et θ : R −→ S un
homomorphisme d'anneaux.

Dé�nition (Déformation pour catégories abéliennes)

• Soit D une catégorie S-linéaire abélienne. Une R-déformation

de D est une catégorie R-linéaire C munie d'un foncteur

R-linéaire D −→ C, qui induit une équivalence de catégories

D −→ CS .
• Si D −→ CS est un isomorphisme, la déformation est dite

stricte.

• Si C est plate sur R , la déformation est dite plate.
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Un exemple

Exemple : Soient θ : R −→ S un morphisme surjectif entre deux
anneaux commutatifs. On dé�nit alors le foncteur :

Mod(S) −→ Mod(R)S

M 7−→ (M, ϕM)

Il dé�nit une équivalence de catégories Mod(S) ' Mod(R)S .
On a donc une déformation Mod(S) −→ Mod(R).
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Déformations nilpotentes

Dé�nition

• On dit qu'une R-déformation (linéaire comme abélienne) est

nilpotente si l'idéal I = Ker(θ) est nilpotent, c'est à dire qu'il

existe un entier naturel n tel que I n = 0.

• Si I n = 0, on dit que la déformation est nilpotente d'ordre n.
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Exemple :

Soit K un corps, et R = K[x ]/x2.

θ : K[x ]/x2 −→ K
1 7−→ λ

x 7−→ µ

Ker(θ)2 = 0 dans K[x ]/x2.
Mod(R)K ∼= Mod(K)(= Vect(K)), donc Mod(R) est une
déformation nilpotente d'ordre 2 de Vect(K).
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Équivalence de déformations abéliennes

Dé�nition

Soit D une catégorie S-linéaire et F1 : D −→ C1, F2 : D −→ C2
deux déformations abéliennes de D. Alors F1 et F2 sont dites

équivalentes s'il existe une équivalence de catégories R-linéaires

φ : C1 −→ C2 telle qu'il existe un isomorphisme naturel φ ◦F1 ∼= F2.
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Relèvements et obstructions

Relèvements

Soient C et C deux catégories et F : C −→ C un foncteur.

Dé�nition

Soit C ∈ C. Un relèvement de C le long de F est un couple

(C , γC ), où C ∈ C et γC : C ∼= F (C ) est un isomorphisme de C.
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Relèvements

Dé�nition

Soit f : C −→ D un morphisme de C et des relèvements

γC : C ∼= F (C ) et γD : D ∼= F (D). Un relèvement de f le long

de F (relativement à γC et γD) est une �èche f : C −→ D telle

que F (f ) ◦ γC = γD ◦ f .
L'ensemble des relèvements de f le long de F relativement à γC et

γD est noté LF (f |γC , γD).

C F (C )

D F (D)

γC

f

γD

F (f )
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Relèvements

Soient (C , dC ), (D, dD) deux pré-complexes, f , g ∈ Homn(C ,D)
deux �èches graduées et H : f −→ g une homotopie. Un
relèvement gradué de H le long de F relativement à
dC , dD , f , g est un relèvement gradué H de H qui est une
homotopie H : f −→ g .

Dé�nition

On a alors le groupoïde LF (H|dC , dD , f , g)(=: LF (H)) :

• Objets : relèvements gradués de H relativement à dC , dD , f , g ;

• Morphismes H −→ H
′
: relèvements gradués de 0 : H −→ H

relativement à dC , dD ,H,H
′
.
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relativement à dC , dD ,H,H
′
.

30 / 34



Rappels sur les déformations
Rappels de théorie des catégories

Dé�nition de déformation de catégories abéliennes
Contrôle des déformations

Relèvements et obstructions

Notations pour le théorème suivant

• F : C −→ C un foncteur additif.

• Ker(F ) la catégorie (sans identités) ayant mêmes objets que C
et pour morphismes

{
f ∈ C, F (f ) = 0

}
• Ker(F )2 la catégorie avec mêmes objets et pour morphismes{

h ∈ C, h = f ◦ g , f , g ∈ Ker(F )
}
.

On suppose F plein et Ker(F )2 = 0.
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Soient (C , dC ) et (D, dD) deux pré-complexes de C et des
relèvements gradués C et D.(
Hom(C ,D), δ

)
−→ (Hom(C ,D), δ) est surjective.

Rappel : δn(f ) := dD ◦ f − (−1)nf ◦ dC .

0 −→ (C, δ) −→
(
Hom(C ,D), δ

)
−→ (Hom(C ,D), δ) −→ 0.

Proposition (84)

(C, δ) est un complexe de cochaînes indépendant du choix des

relèvements dC et dD .
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Un théorème d'obstruction (86)
Soient f , g ∈ Homn(C ,D) ; h : f −→ g une homotopie.
Supposons qu'il existe f , g , h des relèvements gradués de f , g , h tels
que δ(f ) = δ(g). Alors :

(1) Il existe une obstruction
on(h) = on(h|dC , dD , f , g) := [g − f − δ(h)] ∈ Hn(C) telle que

on(h) = 0⇐⇒ L(h) 6= ∅.

(2) Si on(h) = 0, la �èche

vn−1 : L(h)
2 −→ Hn−1(C)

(h, h
′
) 7−→ [h

′ − h]

véri�e vn−1(h, h
′
) = 0⇐⇒ [h] = [h

′
] ∈ Sk(L(h)) et induit une

structure Hn−1(C)-a�ne sur Sk(L(h)).
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