Exercices sur les c-transformées

Jeudi 10 mars 2022

Soient X et Y deux espaces polonais. Soient ¢ : X - Ret ¢:Y — R. Soit ¢: X x Y — R.

1 C-transformées
Définition 1 (c-transformées). Soit (z,y) € X XY,
(Ped)(y) := inf P(z) + c(z,y),
reX

(Qc®)(x) = sup d(y) — c(=,y).

yey

Lien avec le probleme dual : Maximiser

A¢M—wa,

avec (1, ¢) € Ae = {(¥,¢) € L' (u) x L*(v) | ¢(y) — ¥(x) < e(z,y)}. Une maniere de faire pour améliorer le cofit
du probléme dual : augmenter ¢ ou diminuer ¢ (tout en restant admissible).

(wv¢) ~ (w?PCw) ~ (QcPC,lZ)7PC,¢)) ~ (QCpC'l)[}’PCQCPC'l)/)) AT
(¥, ¢) ~ (Qc &, 8) ~ (Qc §,Pc Qc @) ~ (QePe Qe ¢, Pc Qe @) ~ ...

Propriété 1. Les transformées P. et Q. sont croissantes.

Proof. Soient 11 < 1. Alors, pour tout y € Y,

Inf ¥i(2) +e(z,y) < Il Ya(e) +c(z,y).

=:Pc 1 (y) =:Pc 92(y)

Donc, P, est croissante. O

Propriété 2. Q.P.¢v <¢ et P. Q.0 > ¢.

Proof. Soit y €Y.

(Pe)(y) < Y(x) + c(z,y), Vo e X
S(Pc)(y) - c(z,y) <(z), Vo e X
@sgg P.v(y) — c(z,y) <v(x), Vo € X.

—:Qc Pe $(a)



Propriété 3. P. Q. Py =Py et QcPcQcd = Q0.

Proof. Avec la Propriété 2, on a
(Pe Qe)(Pe ) = Peip.
De plus (Propriété 2), Q. P. ¢ < ¢ et comme P, est croissante (Propriété 1),

(Pe) Qe Petp) < Pcy.

D’ou le résultat.

Lien avec le probléme dual :

(1/)a¢) ~ (d),PC d’) ~ (Qc Pcd)aPcd)) ~ (Qc P.vy,Pc.QcPe IZJ) = (Qc P.vy, P 111)

(¥, 0) » (Qec @, ¢) ~ (Qc ¢, Pc Qe @) ~ (Qec Pe Qe ¢, Pc Qe ¢) = (Qc ¢, Pc Qc ¢).
Propriété 4. ¢ c-convere < ¢ = Q. P .Y et ¢ c-concave & ¢ =P, Q. ¢.

Proof. On suppose que ¢ est c-convexe i.e. 3¢ :Y — R t.q. 1 = Q. ¢. Alors (Propriété 3)
QCPCZZJ = QCPCQC¢: QCQZS = 1/’

Réciproquement, on suppose Q. P. ¥ = 1. Montrons que v est c-convexe. On pose ¢ := P, 1. Alors,

w:QcPcz/):Qc(b-

D’ou le résultat.

Propriété 5.
Pp=4osyp=+oosIyeY, Pob(y) = +oo,

Qep= - p=—0cosdr € X, Qc¢(x) = .

Proof. Evident.

2 Les sous/sur-différentielles

Définition 2. Soient (z,y) € X XY et M € R,
g, m = M + c(z,-),

by ar =M —c(-,y).
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Figure 1: Exemple avec c(x,y) = (x — y)? (gauche) et ¢(x,y) = —x -y (droite).



Propriété 6. a, v > ¢ M > Q. p(x) et by <YM <P y(y).

Proof.

az v > ¢ M+ c(x,y) > ¢(y), Yy
S M > 9(y) —c(x,y), Yy

& M > sup ¢(y) — c(z,y).
yeyYy

=:Qc ¢(x)

Définition 3 (Sous-différentielles). Soit (z,y) € X x Y,
O(z) ={y €Y | Pct(y) = ¢(z) + c(z,9)},
Oed(y) = {z € X | Qed(z) = d(y) — c(z,y)}.

Sous-différentielles car dans le cas ol ¢(z,y) = —x - y et ¢ differentiable en x, d.9(x) = {Vi(x)}.

Propriété 7.
{ Qx, M > d) <:>{ M = QC¢(I)
ag,1(y) = o(y) zedply) 7

et

{by,Msw @{ M =P, 3(y)
by,m () = () y€o(x) -
Proof.

{ Qa M Z (b
az,m(y) = d(y)
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Exemple 1 : Dans R, ¢(y) = —y? et c(z,y) = —xy. On cherche x et M lorsque y = 1. Avec la Propriété

précédente,

(1) :={z € X | Qeco(x) = ¢(1) — c(z,1)}

={reX|sup—2+zz=—-1+2}
z€R
2

:{xeX|%:x71}:{2}.

Soit x € 0.4(1).

Qe p(z) :==sup—y> +y = 1.
yeR
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Figure 2: Exemple avec c(z,y) = —x -y, ¢(y) = —y°.

Propriété 8.
P.Qcop= inf{am,M ‘ (I,M) e X xR etagm> ¢}7

QcPcypy =sup{byn | (y, M) €Y xR et by s <9}
Proof. Soit y € Y.

: Sl :
inf{ag | (x,M) € X xR et az,m > ¢} £2§< Mzglizﬁ(w)M + c(z,y)

= inf o(z,) + Qe 6(x)
= Pc Qc ¢(y)

Propriété 9.
Pcw 7Ajé 700@3(y3M) S Y x ]Ra 7/) S by,Mv

Qe # +ooeI(z, M) e X xR, ¢ > ay m-
Proof.

Pv#—-cosI(y,M)eY xR, ¥(z)+clz,y) <M, Ve e X
<3y, M) eY xR, (z) <M —c(z,y), Vo € X.
~—_——

=:by, M ()

Propriété 10. Soity €Y t.q. ¢(y) < 400, alors

ac¢(y) = {.L“ eX | dM € R, Gz M 2 o et az,M(y) = ¢(y)}

Soit x € X t.q. P(x) > —o0, alors

Oc¥(z) ={yeY | IM €R, byn < et by p(z) =v(x)}

Proof. Soit y € Y t.q. ¢(y) < +00. Avec la Propriété 7,

{reX[3IMeR, azm = ¢etarm(y) =0} ={reX |  Qcdr) <+oo  etzedd(y)}
—_—
toujours vrai car ¢(y)<+oo

= 0:9(y).



